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TÓM TẮT

Các phương pháp động lực học chất lỏng (CFD) tính toán dựa trên chia lưới, như phương pháp
phần tử hữu hạn (FEM) và thể tích hữu hạn (FVM), có nền tảng toán học vững chắc nhưng gặp khó
khăn khi mô phỏng dòng chảy có mặt tự do biến dạng mạnh, phân tách giọt và tương tác đa pha do
méo lưới. Phương pháp hạt chuyển động bán ẩn (MPS) là phương pháp không lưới dựa trên mô tả
Lagrangian, cho phép xử lý biến dạng lớn và bề mặt tự do phức tạp. Mặc dù được ứng dụng rộng
rãi trong mô phỏng sóng vỡ và tương tác chất lỏng-kết cấu, cơ sở toán học của các toán tử rời rạc
trong MPS vẫn cần được hệ thống hóa. Bài báo phân tích nền tảng toán học của MPS, gồm toán tử
gradient và Laplace rời rạc, phương trình Poisson áp suất, tính nhất quán dựa trên khai triển Taylor,
cấu trúc phổ và tính tiêu tán năng lượng của hệ rời rạc. Kết quả làm rõ các tính chất toán học của
MPS dưới các giả thiết về phân bố hạt và cấu trúc toán tử.

ABSTRACT

Computational fluid dynamics (CFD) methods based on mesh discretization, such as the finite
element method (FEM) and finite volume method (FVM), have well-established mathematical
foundations but face challenges in simulating flows with strongly deforming free surfaces, droplet
breakup, and multiphase interactions due to mesh distortion. The Moving Particle Semi-Implicit
(MPS) method is a meshfree approach based on a Lagrangian description, enabling the natural
treatment of large deformations and complex free surfaces. Although MPS has been widely applied
to the simulation of breaking waves and fluid-structure interactions, the mathematical foundations
of its discrete operators still require systematic clarification. This paper analyzes the mathematical
foundations of MPS, including discrete gradient and Laplacian operators, the pressure Poisson
equation, consistency based on Taylor expansion, spectral properties, and energy dissipation of
the discrete system. The results clarify the mathematical properties of MPS under assumptions
concerning particle distribution and operator structure.

1. Giới thiệu
Trong mô phỏng động lực học chất lỏng, các phương pháp
rời rạc hóa dựa trên chia lưới như phần tử hữu hạn và thể tích
hữu hạn đã đạt được một nền tảng lý thuyết vững chắc về tính
hội tụ và ổn định trong các không gian hàm chuẩn [1]. Những
phương pháp này xây dựng nghiệm rời rạc thông qua phân
hoạch miền hình học cố định và khai thác cấu trúc dạng yếu
của phương trình Navier–Stokes.

Trong những năm gần đây, các nghiên cứu đã tiếp tục làm
rõ cơ sở toán học và tính ổn định của các phương pháp hạt.
Souto-Iglesias và cộng sự đã phân tích tính nhất quán của các
toán tử gradient, phân kỳ và Laplace trong MPS, đồng thời
chỉ ra những vấn đề liên quan đến tính nhất quán của phương
trình Poisson áp suất [2]. Các nghiên cứu tổng quan gần đây
cũng cho thấy độ chính xác, tính ổn định, điều kiện biên và sự

phân bố hạt vẫn là những vấn đề quan trọng trong sự phát triển
của MPS [3], [4]. Bên cạnh đó, Imoto đã phân tích sự khác
biệt về mặt toán học giữa các toán tử thủy động lực học hạt
trơn SPH và MPS, qua đó làm rõ mối liên hệ giữa MPS với các
xấp xỉ bình phương tối thiểu động [5]. Gần đây hơn, Miller
và cộng sự đã phát triển một phép xấp xỉ toán tử Laplace nhất
quán theo khai triển Taylor và đánh giá khả năng hội tụ đối
với cả phân bố hạt đồng đều và nhiễu [2].

Tuy nhiên, khi áp dụng cho các bài toán có biến dạng hình
học lớn, đặc biệt là dòng chảy mặt tự do, phân tách giọt hoặc
vỡ sóng, cấu trúc lưới có thể bị méo nghiêm trọng. Việc duy
trì chất lượng lưới trong các tình huống này đòi hỏi tái chia
lưới hoặc kỹ thuật theo dõi mặt phân cách phức tạp, làm gia
tăng chi phí tính toán và tiềm ẩn nguy cơ suy giảm ổn định
số [6].
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Trước những hạn chế đó, phương pháp MPS, do Koshizuka
và Oka đề xuất năm 1996 [7] đã đưa ra một cách tiếp cận khác:
thay vì rời rạc hóa miền hình học, phương pháp rời rạc hóa
trực tiếp trường vật lý thông qua tập hợp các hạt chuyển động
theo mô tả Lagrangian. Cấu trúc này cho phép xử lý tự nhiên
các biến dạng lớn và mặt tự do mà không cần duy trì một lưới
cố định. Các mở rộng tiếp theo đã chứng minh hiệu quả của
MPS trong mô phỏng vỡ sóng, dao động chất lỏng trong bể
chứa và nhiều ứng dụng kỹ thuật khác [8].

Trong nhóm các phương pháp hạt không chia lưới, MPS
là một phương pháp được phát triển đặc biệt cho mô phỏng
dòng chảy không nén dựa trên mô tả Lagrangian. Một đặc
điểm quan trọng của MPS là các toán tử vi phân được xây
dựng trực tiếp từ quan hệ tương tác giữa các hạt thông qua
hàm trọng số, do đó không yêu cầu xây dựng lưới tính toán cố
định. Đặc điểm này cho phép phương pháp xử lý tự nhiên các
bài toán có biến dạng lớn, mặt tự do biến dạng mạnh và các
hiện tượng tách hoặc hợp của miền chất lỏng. Tuy nhiên, khả
năng này đi kèm với sự phụ thuộc đáng kể của độ chính xác
và tính ổn định vào phân bố hạt, hàm trọng số và xử lý điều
kiện biên.

Tuy nhiên, mặc dù thành công về mặt thực nghiệm, nền
tảng lý thuyết của MPS vẫn chưa được phát triển tương xứng
với các phương pháp chia lưới truyền thống. Câu hỏi trung
tâm đặt ra là trong điều kiện nào toán tử vi phân rời rạc trong
MPS hội tụ về toán tử liên tục? Tính ổn định của hệ rời rạc
được bảo đảm bởi cơ chế toán học nào? Và cấu trúc phổ của
toán tử Laplace rời rạc có phản ánh bản chất khuếch tán của
hệ liên tục hay không?

Những nghiên cứu gần đây đã bắt đầu phân tích lại tính
nhất quán của toán tử Laplace trong MPS thông qua khai triển
Taylor và đánh giá sai số cục bộ [2]. Tuy nhiên, một bức tranh
tổng thể kết nối giữa tính nhất quán, tiêu tán năng lượng, cấu
trúc phổ và điều kiện ổn định vẫn chưa được hệ thống hóa
một cách đầy đủ.

Phạm vi khảo cứu của bài báo tập trung vào nền tảng toán
học của phương pháp MPS, bao gồm xây dựng các toán tử vi
phân rời rạc, phương trình Poisson áp suất, tính nhất quán, ổn
định số, cấu trúc phổ và tính chất năng lượng của hệ rời rạc.
Các tài liệu được lựa chọn dựa trên mức độ liên quan trực tiếp
đến MPS và các phương pháp hạt không chia lưới liên quan,
ưu tiên các công trình nền tảng và các nghiên cứu có đóng
góp trực tiếp cho việc phân tích toán học, tính chính xác và
ổn định của phương pháp.

Trên cơ sở phạm vi khảo cứu trên, bài báo tập trung hệ
thống hóa và phân tích nền tảng toán học của các toán tử rời
rạc trong phương pháp MPS. Cụ thể, chúng tôi làm rõ: (i) cấu
trúc rời rạc của toán tử Laplace; (ii) tính tiêu tán năng lượng
của hệ; (iii) đặc trưng phổ và điều kiện ổn định theo bước thời
gian; và (iv) sự khác biệt bản chất giữa rời rạc hóa dựa trên
chia lưới và rời rạc hóa dựa trên tương tác hạt. Qua đó, bài báo
góp phần củng cố nền tảng lý thuyết cho phương pháp không
chia lưới trong mô phỏng dòng chảy không nén.

Hình 1. So sánh mô tả Euler (trái) và Lagrangian (phải)

2. Cơ sở lý thuyết MPS
2.1. Hệ phương trình Navier–Stokes cho dòng chảy không
nén
Dòng chảy chất lỏng Newton không nén được mô tả bởi hệ
phương trình Navier–Stokes dưới dạng Lagrangian [1], [9],
[10].

𝐷𝑢
𝐷𝑡 = − 1

𝜌∇𝑃 + 𝑣∇2𝑢 + 𝑔 (1)

∇ ⋅ 𝑢 = 0 (2)

Trong đó: 𝑢 là vectơ vận tốc, 𝑃 là áp suất, 𝜌 là mật độ, 𝜈 là
độ nhớt động học, 𝑔 là gia tốc trọng trường.

Đạo hàm vật chất được định nghĩa:

𝐷
𝐷𝑡 = 𝜕

𝜕𝑡 + 𝑢 ⋅ ∇ (3)

Phương trình (1) biểu diễn bảo toàn động lượng, trong khi
(2) thể hiện bảo toàn khối lượng trong điều kiện không nén.

Các phương pháp chia lưới như FEM và FVM giải trực tiếp
hệ (1)–(2) trên lưới không gian cố định [6]. Tuy nhiên, đối với
các bài toán mặt tự do hoặc phân mảnh chất lỏng, việc duy trì
chất lượng lưới trở nên khó khăn [7].

2.2. Diễn giải Lagrangian và cơ sở của phương pháp hạt
Trong mô tả Lagrangian, chuyển động của mỗi phần tử chất
lỏng được theo dõi theo quỹ đạo:

𝐷𝑟
𝐷𝑡 = 𝑢 (4)

Khác với mô tả Euler, thành phần đối lưu trong (3) được
hấp thụ vào đạo hàm toàn phần. Điều này mang lại hai ưu
điểm quan trọng: Một là không cần rời rạc hóa riêng biệt thành
phần đối lưu. Hai là biên tự do được theo dõi tự nhiên theo
chuyển động hạt.

Các phương pháp không lưới như SPH và MPS đều dựa
trên mô tả này [8]. Tuy nhiên, MPS được thiết kế đặc biệt cho
dòng chảy không nén.

Hình 1 trình bày hai khuôn khổ mô tả cơ bản của động lực
học chất lỏng. Ở phía trái, mô tả Euler được thiết lập trên một
lưới không gian cố định, trong đó các đại lượng trường như
vận tốc 𝑢(𝑥, 𝑡) được xác định tại các điểm trong miền và biến
thiên theo thời gian. Cách tiếp cận này gắn với quan sát tại
các vị trí không gian cố định và là nền tảng của các phương
pháp rời rạc hóa dựa trên chia lưới.
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Hình 2. Minh họa miền ảnh hưởng và tương tác hạt trong phương
pháp MPS

Ngược lại, phía phải minh họa mô tả Lagrangian, trong đó
chuyển động của chất lỏng được biểu diễn thông qua quỹ đạo
của các phần tử vật chất. Mỗi hạt mang theo thông tin về vị
trí và vận tốc, và các đại lượng vật lý được cập nhật dọc theo
quỹ đạo chuyển động. Khuôn khổ này cho phép mô tả trực
tiếp sự biến dạng của miền chất lỏng và đặc biệt phù hợp với
các bài toán có mặt tự do hoặc biến dạng hình học lớn.

Sự khác biệt giữa hai mô tả không chỉ mang tính hình học
mà còn phản ánh hai cách rời rạc hóa khác nhau: một bên dựa
trên trường xác định trong miền cố định, bên còn lại dựa trên
tập hợp các phần tử chuyển động. Đây chính là cơ sở lý thuyết
dẫn đến sự phát triển của các phương pháp không chia lưới
như MPS.

2.3. Rời rạc hóa phương trình động lượng trong MPS
Phương pháp MPS do Koshizuka và Oka đề xuất [8], [11] sử
dụng tập hạt {𝑥𝑖}𝑁

𝑖=1 để biểu diễn miền chất lỏng.

2.3.1. Xấp xỉ mật độ số hạt và cơ chế thực thi điều kiện
không nén trong MPS
Trong phương pháp MPS, điều kiện không nén không được áp
đặt trực tiếp thông qua toán tử phân kỳ như trong FEM hoặc
FVM [1], mà được thực thi gián tiếp thông qua khái niệm mật
độ số hạt do Koshizuka và Oka đề xuất [7]. Tại mỗi hạt 𝑖, mật
độ số hạt được xác định bởi:

𝑛𝑖 = ∑
𝑗≠𝑖

𝑤(∣𝑟𝑗 − 𝑟𝑖∣) (5)

Trong đó 𝑤(𝑟) là hàm trọng số có hỗ trợ hữu hạn trong bán
kính ảnh hưởng 𝑟𝑒 [7], [8]. Hàm trọng số thường được chọn
sao cho:

𝑤(𝑟) =
⎧{
⎨{⎩

𝑟𝑒
𝑟 − 1, 0 < 𝑟 < 𝑟𝑒

0, 𝑟 ≥ 𝑟𝑒
(6)

Đảm bảo tính cục bộ của tương tác và bảo toàn tính đẳng
hướng.

Biểu thức (5) có thể được xem như một xấp xỉ rời rạc của
tích phân thể tích cục bộ [12], [13]:

𝑛𝑖 ≈ ∫𝐵(𝑟𝑖,𝑟𝑒) 𝑤(∣ 𝑟 − 𝑟𝑖∣) 𝑑𝑉 (7)

Do đó phản ánh mật độ hình học của hạt trong lân cận
điểm đang xét. Trong trạng thái ban đầu, khi phân bố hạt là
quasi-uniform [2], giá trị này đạt một hằng số tham chiếu 𝑛0.
Đối với dòng chảy không nén, thể tích phần tử vật chất phải
được bảo toàn, tương đương với việc mật độ hạt duy trì xấp xỉ
𝑛0 trong suốt quá trình tính toán. Sai lệch 𝑛𝑖 − 𝑛0 vì vậy đóng
vai trò như đại lượng đo biến dạng thể tích cục bộ và được sử
dụng làm nguồn trong phương trình Poisson áp suất. Cơ chế
này cho phép chuyển điều kiện ∇ ⋅ 𝑢 = 0 sang một ràng buộc
đại số trên phân bố hạt, đồng thời duy trì tính nhất quán vật
lý trong khuôn khổ Lagrangian hoàn toàn.

Trong nghiên cứu này, phân bố hạt gần đồng đều
(quasi-uniform) được hiểu là trạng thái trong đó khoảng
cách giữa các hạt lân cận không thay đổi đáng kể trong miền
ảnh hưởng, với khoảng cách đặc trưng được sử dụng làm
thang đo không gian của phép rời rạc hóa. Giả thiết này
không yêu cầu các hạt phải nằm trên một mạng đều tuyệt đối,
nhưng yêu cầu mức độ biến thiên khoảng cách lân cận đủ nhỏ
để các mô-men hình học cần thiết của phân bố hạt được xấp
xỉ ổn định.

2.3.2. Xấp xỉ toán tử Laplace trong phương pháp MPS
Trong phương trình Navier–Stokes (1), toán tử Laplace xuất
hiện trong thành phần khuếch tán nhớt 𝜈∇2𝑢. Đối với các
phương pháp chia lưới, Laplacian được xây dựng từ ma trận
sai phân hoặc phần tử hữu hạn trên lưới cố định [1]. Tuy nhiên,
trong khuôn khổ không lưới của MPS, toán tử này được xấp
xỉ thông qua tương tác cục bộ giữa các hạt lân cận, dựa trên
giả thiết mô-men bậc hai của phân bố hạt [7], [8].

Cụ thể, với một đại lượng vô hướng 𝜙, Laplacian tại hạt 𝑖
được xác định bởi:

∇2𝜙𝑖 = 2𝑑
𝜆𝑛0

∑
𝑗≠𝑖

(𝜙𝑗 − 𝜙𝑖)𝑤(∣𝑟𝑗 − 𝑟𝑖∣) (8)

Trong đó 𝑑 là số chiều không gian, 𝑛0 là mật độ số hạt tham
chiếu và hệ số chuẩn hóa:

𝜆 =
∑𝑗≠𝑖 ∣𝑟𝑗 − 𝑟𝑖∣

2𝑤𝑖𝑗
∑𝑗≠𝑖 𝑤𝑖𝑗

(9)

Để bảo đảm tính đẳng hướng của toán tử, hàm trọng số
được giả thiết phụ thuộc vào khoảng cách thay vì hướng tương
đối giữa hai hạt. Khi kết hợp với phân bố hạt gần đồng đều,
giả thiết này làm cho các mô men bậc nhất theo các hướng đối
xứng có xu hướng triệt tiêu, trong khi các moment bậc hai tạo
ra thành phần tương ứng với toán tử Laplace. Đây là điều kiện
quan trọng trong lập luận dựa trên khai triển Taylor được sử
dụng ở mục 2.5.

Các phân tích tiếp theo được thực hiện dưới giả thiết phân
bố hạt quasi-uniform trong miền khảo sát và hàm trọng số
có tính đẳng hướng, đối xứng và không âm trong miền ảnh
hưởng. Các giả thiết này bảo đảm các moment hình học cần
thiết có tính chất đối xứng và cho phép đánh giá tính nhất
quán của toán tử thông qua khai triển Taylor.
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Bảng 1. Kiểm chứng số tính hội tụ của toán tử Laplace MPS đối với phân bố hạt đều

Khoảng cách hạt ℎ 𝑛0 𝜆 ∇2
ℎ𝜙 Giá trị chính xác Sai số 𝐸ℎ Bậc hội tụ 𝑝

0,200 2,24 0,0443 1,003338 1 3,34×10−3 2

0,100 2,24 0,0111 1,000834 1 8,34×10−4 2

0,050 2,24 0,0028 1,000208 1 2,08×10−4 2

0,025 2,24 0,0007 1,000052 1 5,21×10−5 2

Hình 3. Hội tụ của sai số toán tử Laplace MPS theo khoảng cách hạt

Để kiểm chứng tính nhất quán của toán tử Laplace, một bài
toán kiểm chứng số được thực hiện với hàm giải tích tại điểm,
trong đó giá trị chính xác của toán tử Laplace là. Phân bố hạt
được thiết lập trên lưới vuông đều với và bán kính ảnh hưởng.
Toán tử Laplace rời rạc được tính theo (8), với hàm trọng số
và hệ số chuẩn hóa được xác định theo (6) và (9). Khi khoảng
cách hạt giảm từ xuống, sai số giảm từ xuống. Bậc hội tụ quan
sát được xấp xỉ 2,0. Kết quả này xác nhận khả năng hội tụ của
toán tử Laplace MPS đối với phân bố hạt đều và phù hợp với
tính nhất quán được phân tích bằng khai triển Taylor.

Hình 3 là mô tả minh chứng hội tụ của sai số toán tử
Laplace MPS theo khoảng cách hạt. Đảm bảo tính đẳng
hướng của xấp xỉ. Biểu thức (8) có thể được diễn giải như
một xấp xỉ rời rạc của toán tử tích phân không cục bộ:

∇2𝜙𝑖(𝑟𝑖) ≈ 𝐶 ∫𝐵(𝑟𝑖,𝑟𝑒)(𝜙(𝑟) − 𝜙(𝑟𝑖))𝑤(∣𝑟 − 𝑟𝑖∣) 𝑑𝑉 (10)

với 𝐶 là hằng số chuẩn hóa. Phân tích Taylor cho thấy khi
phân bố hạt quasi-uniform với khoảng cách đặc trưng ℎ, sai
số xấp xỉ đạt bậc 𝑂(ℎ) [12]. Điều này chứng minh tính nhất
quán bậc một của toán tử Laplace trong MPS.

Về mặt vật lý, tổng (𝜙𝑗 − 𝜙𝑖) thể hiện chênh lệch cục bộ
giữa các hạt, trong khi hàm trọng số điều chỉnh mức độ ảnh
hưởng theo khoảng cách. Cấu trúc đối xứng của biểu thức (8)
cũng đảm bảo tính tiêu tán năng lượng của hệ rời rạc, góp
phần duy trì ổn định số học [12].

Hình 4 biểu diễn cơ chế tương tác cục bộ giữa một hạt trung
tâm 𝑖 và các hạt lân cận trong phương pháp MPS. Vùng tròn
bán kính 𝑟𝑒 xác định miền ảnh hưởng, trong đó các hạt nằm
trong phạm vi này sẽ tham gia vào quá trình xấp xỉ các toán
tử vi phân.

Hình 4. Minh họa xấp xỉ toán tử Laplace rời rạc trong phương pháp
MPS

Các vectơ 𝑟𝑖𝑗 thể hiện khoảng cách giữa hạt trung tâm và
các hạt lân cận. Mỗi tương tác được gán một trọng số 𝑤𝑖𝑗 , phụ
thuộc vào khoảng cách tương đối, và được sử dụng để tính
toán các đại lượng như gradient và Laplace thông qua biểu
thức dạng chênh lệch (𝜙𝑗 − 𝜙𝑖)𝑤𝑖𝑗 .

Hình minh họa rõ rằng toán tử vi phân trong MPS không
được xây dựng từ cấu trúc lưới hình học, mà từ tổng các tương
tác có trọng số trong miền lân cận, qua đó hình thành một xấp
xỉ rời rạc của toán tử liên tục.

2.4. Thuật toán dự đoán – hiệu chỉnh và phương trình
Poisson áp suất trong MPS
Trong phương pháp MPS, hệ phương trình Navier–Stokes
không nén được giải thông qua một lược đồ chiếu dạng
Lagrangian, thường được gọi là thuật toán dự đoán – hiệu
chỉnh [7], [8]. Mục tiêu của thuật toán này là tách việc tính
vận tốc thành hai giai đoạn: Giai đoạn một là dự đoán vận tốc
tạm thời dưới tác dụng của lực nhớt và ngoại lực; Giai đoạn
hai là hiệu chỉnh vận tốc bằng trường áp suất để thỏa điều kiện
không nén.

Xuất phát từ phương trình động lượng (1), bỏ qua tạm thời
thành phần gradient áp suất, vận tốc trung gian tại bước 𝑛 + 1
được xác định bởi:

𝑢∗ = 𝑢𝑛 + Δ𝑡(𝑣∇2𝑢𝑛 + 𝑔) (11)

Trong đó toán tử Laplace được xấp xỉ theo công thức rời rạc
(8). Do chưa xét đến áp suất, trường vận tốc trung gian 𝑢∗ nói
chung không thỏa mãn điều kiện không nén ∇ ⋅ 𝑢 = 0. Sai
lệch này được phản ánh thông qua mật độ số hạt tạm thời 𝑛∗

𝑖 ,
được tính từ phân bố hạt sau bước dự đoán.

Để khôi phục điều kiện không nén, áp suất được xác định
từ phương trình Poisson dạng rời rạc [8]:
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∇2𝑃(𝑛+1) = 𝜌
Δ𝑡2

𝑛0 − 𝑛∗
𝑖

𝑛0
(12)

Trong đó 𝑛0 là mật độ hạt tham chiếu ban đầu. Phương trình
(12) xác định trường áp suất cần thiết để hiệu chỉnh vận tốc
trung gian. Sau khi giải phương trình Poisson áp suất (12),
vận tốc được cập nhật theo:

𝑢(𝑛+1) = 𝑢∗ − Δ𝑡
𝜌 ∇𝑃(𝑛+1) (13)

Bước hiệu chỉnh này bảo đảm trường vận tốc sau hiệu chỉnh
thỏa mãn điều kiện không nén trong phạm vi sai số của phép
rời rạc hóa.

Cấu trúc này tương đương với phương pháp chiếu trong
CFD cổ điển [10], nhưng được xây dựng hoàn toàn trên nền
tảng hạt. Về mặt toán học, thuật toán dự đoán – hiệu chỉnh
đảm bảo rằng vận tốc sau hiệu chỉnh thỏa điều kiện không
nén ở mức rời rạc, đồng thời duy trì tính tiêu tán năng lượng
của hệ. Tính ổn định của lược đồ phụ thuộc vào điều kiện
bước thời gian và tính chất của toán tử Laplace rời rạc, đặc
biệt là tính đối xứng và đẳng hướng của hàm trọng số [2].

2.5. Phân tích Taylor và tính nhất quán của toán tử
Laplace rời rạc
Để đánh giá mức độ chính xác của toán tử Laplace trong MPS,
cần xuất phát từ khai triển Taylor của một hàm trơn 𝜙(𝑟) tại
lân cận điểm 𝑟𝑖. Với một hạt lân cận 𝑗, ta có:

𝜙(𝑟𝑗) = 𝜙(𝑟𝑖) + ∇𝜙(𝑟𝑖) ⋅ (𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)

+ 1
2(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)𝑇 𝐻𝜙(𝑟𝑖)(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖) + 𝑂(ℎ3)

(14)

Trong đó 𝐻𝜙 là ma trận Hessian và ℎ là khoảng cách đặc trưng
giữa các hạt. Trừ hai vế cho 𝜙(𝑟𝑖) và thế vào biểu thức rời rạc
của Laplacian (8), ta thu được tổng các thành phần bậc nhất
và bậc hai. Do phân bố hạt được giả thiết quasi-uniform và
hàm trọng số có tính đối xứng xuyên tâm, các hạng bậc nhất
triệt tiêu khi lấy tổng trên miền ảnh hưởng. Thành phần bậc
hai còn lại tỷ lệ với vết của ma trận Hessian, tức là ∇2𝜙. Kết
quả (15) cho thấy sai số của toán tử Laplace rời rạc phụ thuộc
vào khoảng cách đặc trưng giữa các hạt. Dưới giả thiết phân
bố hạt gần đồng đều và hàm trọng số thỏa các điều kiện đối
xứng cần thiết, sai số giảm khi khoảng cách hạt giảm, cho
thấy tính nhất quán của toán tử Laplace MPS trong cấu hình
khảo sát. Kết quả phân tích này được kiểm chứng thêm bằng
thí nghiệm số trình bày ở Bảng 1 và Hình 3:

∇2𝜙MPS
𝑖 = ∇2𝜙(𝑟𝑖) + 𝑂(ℎ) (15)

Điều này có nghĩa rằng khi khoảng cách hạt giảm một nửa,
sai số xấp xỉ giảm xấp xỉ một nửa theo cùng tỷ lệ. Nói cách
khác, độ lớn của sai số hội tụ tuyến tính về không khi mật độ
hạt tăng lên và ℎ → 0.

Do đó, dưới giả thiết phân bố hạt quasi-uniform và hàm
trọng số có tính đẳng hướng, toán tử Laplace rời rạc trong
MPS là một xấp xỉ nhất quán bậc một của toán tử Laplace cổ
điển. Sự hội tụ bậc một này được hiểu theo nghĩa sai số cục
bộ tại từng hạt thỏa:

∣∇2𝜙MPS
𝑖 − ∇2𝜙(𝑟𝑖)∣ ≤ 𝐶ℎ (16)

Với 𝐶 là hằng số độc lập với ℎ nhưng phụ thuộc vào chuẩn
trơn của hàm 𝜙. Điều này đảm bảo tính nhất quán của lược
đồ rời rạc, là điều kiện tiên quyết để thiết lập các định lý hội
tụ toàn cục khi kết hợp với phân tích ổn định.

Kết quả này cho thấy toán tử Laplace trong MPS không chỉ
xuất phát từ trực giác vật lý về tương tác cục bộ giữa các hạt,
mà còn có cơ sở giải tích rõ ràng dựa trên khai triển Taylor [2].
Tuy nhiên, tính nhất quán này chỉ được bảo đảm khi phân bố
hạt duy trì tính quasi-uniform và hàm trọng số thỏa các điều
kiện đẳng hướng cần thiết nhằm loại bỏ các hạng bậc nhất
trong khai triển.

Khi các giả thiết này không còn được thỏa mãn, các thành
phần bậc nhất trong khai triển Taylor không nhất thiết triệt
tiêu hoàn toàn, dẫn đến sai số nhất quán tăng và có thể làm
giảm bậc hội tụ của toán tử. Đặc biệt, sự phân bố hạt không
đồng đều hoặc bị nhiễu mạnh có thể làm thay đổi các mô-men
hình học cục bộ, trong khi hàm trọng số không đẳng hướng
có thể tạo ra sai số phụ thuộc hướng. Do đó, kết quả về tính
nhất quán bậc một trong phân tích này chỉ có hiệu lực dưới
các giả thiết về phân bố hạt và cấu trúc hàm trọng số đã nêu.

Cơ chế hội tụ của toán tử Laplace rời rạc có thể được minh
họa thông qua mô hình đối xứng đơn giản trong một và hai
chiều (Hình 5). Trong trường hợp phân bố điểm đối xứng, các
thành phần bậc nhất trong khai triển Taylor triệt tiêu, chỉ còn
lại thành phần bậc hai tương ứng với Laplacian. Điều này giải
thích vì sao tính đẳng hướng của phân bố hạt là điều kiện then
chốt để đảm bảo tính nhất quán của phương pháp.

2.6. Tính ổn định năng lượng của hệ rời rạc
Tính ổn định của phương pháp MPS có thể được phân tích
thông qua năng lượng động học rời rạc của hệ hạt. Tương tự
cách tiếp cận trong phân tích phương trình Navier–Stokes liên
tục [10], ta định nghĩa năng lượng rời rạc tại thời điểm 𝑡 bởi:

𝐸(𝑡) = 1
2 ∑

𝑖
∣𝑢𝑖∣

2𝑉𝑖 (17)

Trong đó 𝑉𝑖 là thể tích tương đương của hạt.
Xuất phát từ phương trình động lượng dạng rời rạc trong

MPS [7], [8]:

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡 = 𝑣∇2𝑢𝑖 + 𝑔 − 1

𝜌∇𝑃𝑖 (18)

Hình 5. Minh họa tính đẳng hướng và cơ chế triệt tiêu thành phần
bậc nhất trong xấp xỉ Laplacian rời rạc
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Hình 6. Minh họa cơ chế tiêu tán năng lượng của toán tử Laplace
rời rạc trong MPS

Và chỉ xét thành phần khuếch tán nhớt (bỏ qua ngoại lực và
áp suất vì không sinh hay tiêu tán năng lượng toàn cục), thay
toán tử Laplace rời rạc (8) vào (17), sau đó nhân vô hướng với
𝑢𝑖 và lấy tổng theo 𝑖, ta thu được:

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑣 ∑

𝑖
𝑢𝑖 ⋅ ∇2𝑢𝑖 (19)

Sử dụng tính đối xứng của hàm trọng số và hoán đổi chỉ số
𝑖, 𝑗, biểu thức trên có thể biến đổi về dạng:

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = −𝑣 ∑

𝑖,𝑗
∣𝑢𝑗 − 𝑢𝑖∣

2𝑤𝑖𝑗 ≤ 0 (20)

Kết quả (20) cho thấy năng lượng rời rạc không tăng
theo thời gian. Do đó, hàm 𝐸(𝑡) đóng vai trò như một hàm
Lyapunov cho hệ động lực rời rạc:

• 𝐸(𝑡) ≥ 0,
• 𝑑𝐸

𝑑𝑡 ≤ 0,
• 𝑑𝐸

𝑑𝑡 = 0 khi và chỉ khi vận tốc đồng nhất cục bộ
Theo nghĩa này, hệ rời rạc là ổn định theo Lyapunov đối

với nhiễu nhỏ của trường vận tốc, miễn là toán tử Laplace
bảo toàn tính đối xứng và hàm trọng số dương xác định. Điều
này cho thấy hệ rời rạc có tính tiêu tán năng lượng tự nhiên,
tương tự cơ chế khuếch tán nhớt trong hệ liên tục [2]. Kết quả
này đặc biệt quan trọng vì nó đảm bảo rằng nghiệm số không
phát triển dao động không vật lý theo thời gian, miễn là bước
thời gian thỏa điều kiện ổn định thích hợp.

Hình 6 minh họa trực quan cơ chế tiêu tán năng lượng của
toán tử Laplace rời rạc trong phương pháp MPS. Ở Hình 6a
hai hạt lân cận 𝑖 và 𝑗 có vận tốc khác nhau. Thành phần
(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖)𝑤𝑖𝑗 trong biểu thức Laplacian đóng vai trò như một
cơ chế khuếch tán cục bộ, làm giảm chênh lệch vận tốc giữa
các hạt. Khi vận tốc được cập nhật theo phương trình động
lượng, sự khác biệt này dần bị “làm mịn”, phản ánh đúng bản
chất vật lý của hiện tượng khuếch tán nhớt trong hệ liên tục.
Hình 6b thể hiện hệ quả ở mức toàn cục: năng lượng động học
rời rạc theo biểu thức (17) giảm đơn điệu theo thời gian. Điều
này xuất phát trực tiếp từ hệ thức (20).

Sự kết hợp giữa hai panel cho thấy mối liên hệ giữa cơ chế
vi mô (tương tác cặp hạt) và hệ quả vĩ mô (giảm năng lượng
toàn cục), qua đó củng cố cơ sở toán học của tính ổn định
trong phương pháp MPS.

Mặc dù tính tiêu tán năng lượng đảm bảo ổn định liên tục
theo thời gian, khi rời rạc hóa theo bước thời gian hữu hạn Δ𝑡,
cần đảm bảo điều kiện ổn định kiểu khuếch tán. Từ phân tích

phổ của toán tử Laplace rời rạc [2], trị riêng lớn nhất của ma
trận khuếch tán có bậc:

𝜆max ∼ 𝑂( 1
ℎ2 ) (21)

Do đó, với lược đồ thời gian tường minh, điều kiện ổn định
xấp xỉ:

Δ𝑡 ≤ 𝐶 ℎ2

𝑣 (22)

Trong đó 𝐶 là hằng số phụ thuộc vào lựa chọn hàm trọng
số và số chiều không gian. Điều kiện này tương tự điều kiện
CFL khuếch tán trong phương pháp sai phân hữu hạn [9], [10],
[14].

Như vậy, tính ổn định của MPS được đảm bảo ở hai mức:
Ổn định năng lượng (Lyapunov) [15], [16] ở mức liên tục và
ổn định rời rạc phụ thuộc bước thời gian ở mức tính toán.

2.7. So sánh bản chất toán học giữa MPS và các phương
pháp chia lưới
Từ góc nhìn giải tích, sự khác biệt cốt lõi giữa phương pháp
MPS và các phương pháp chia lưới truyền thống nằm ở cách
rời rạc hóa toán tử vi phân. Trong các FEM hoặc FDM, toán
tử Laplace được xây dựng thông qua xấp xỉ đạo hàm trên một
cấu trúc lưới cố định, và tính hội tụ được chứng minh dựa trên
không gian Sobolev cùng các định lý tương thích như điều
kiện cực tiểu – cực đại (inf–sup) cho bài toán không nén [17],
[18], [19], [20]. Cụ thể, nghiệm rời rạc 𝑢ℎ thỏa ước lượng sai
số dạng:

‖𝑢 − 𝑢ℎ‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶ℎ𝑘 (23)

Với 𝑘 phụ thuộc vào bậc xấp xỉ của không gian phần tử.
Ngược lại, trong MPS không tồn tại lưới hình học. Toán

tử Laplace rời rạc (8) được xây dựng từ tổng tương tác cục
bộ giữa các hạt trong bán kính ảnh hưởng hữu hạn. Về bản
chất, cấu trúc này tương đương với một xấp xỉ của toán tử
tích phân không cục bộ, tương tự các phương pháp không
chia lưới khác như SPH hoặc RBF-FD [2], [21]. Khi mật độ
hạt tăng và khoảng cách đặc trưng ℎ → 0, toán tử rời rạc hội
tụ về Laplacian cổ điển theo nghĩa nhất quán cục bộ (15). Tuy
nhiên, khác với FEM, độ chính xác và tính ổn định của MPS
phụ thuộc trực tiếp vào tính đồng nhất của phân bố hạt và tính
đẳng hướng của hàm trọng số.

Về phương diện ổn định, phương pháp phần tử hữu hạn bảo
đảm tính ổn định thông qua các tính chất toán học của dạng
song tuyến tính, cụ thể là tính xác định dương và tính bị chặn
của dạng yếu tương ứng [17], [18]. Những tính chất này cho
phép thiết lập các ước lượng năng lượng và chứng minh hội
tụ trong các không gian hàm thích hợp.

Trong khi đó, đối với phương pháp MPS, tính ổn định
không xuất phát từ dạng yếu trên miền chia lưới, mà từ cấu
trúc đối xứng của các tương tác cục bộ giữa các hạt. Do hàm
trọng số luôn không âm và các tương tác được xây dựng theo
dạng chênh lệch (𝑢𝑗 − 𝑢𝑖), toán tử Laplace rời rạc dẫn đến
biểu thức tiêu tán năng lượng như trong (20). Tính chất này
đảm bảo rằng hệ rời rạc không sinh thêm năng lượng theo thời
gian, miễn là phân bố hạt duy trì tính đều tương đối.
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Hình 7. So sánh phương pháp chia lưới và phương pháp MPS trong
mô phỏng dòng chảy mặt tự do

Do đó, có thể xem MPS như một phương pháp rời rạc hóa
dựa trên mạng liên kết giữa các hạt lân cận, trong đó các hệ
số tương tác giữa các cặp hạt đóng vai trò tương tự như ma
trận Laplace trong lý thuyết đồ thị [22], [23], [24], [25]. Cấu
trúc này phản ánh sự phụ thuộc lẫn nhau giữa các hạt thông
qua quan hệ lân cận hình học, thay vì thông qua lưới phần tử
cố định như trong phương pháp truyền thống.

Hình 7 minh họa sự khác biệt về bản chất rời rạc hóa giữa
phương pháp chia lưới truyền thống và phương pháp MPS
không chia lưới.

Ngược lại, với phương pháp MPS không chia lưới, miền
chất lỏng được biểu diễn bởi tập hợp các hạt di chuyển theo
mô tả Lagrangian. Không tồn tại cấu trúc lưới cố định; thay
vào đó, các hạt tương tác với nhau trong phạm vi lân cận thông
qua hàm trọng số. Cách tiếp cận này cho phép mô phỏng tự
nhiên hiện tượng các giọt chất lỏng văng ra khỏi bể chứa và
sự biến đổi mạnh của bề mặt tự do mà không cần xử lý tái
chia lưới.

Hình minh họa cho thấy ưu thế của phương pháp không
chia lưới trong các bài toán có biến dạng lớn, phân mảnh chất
lỏng và tương tác mặt tự do phức tạp, vốn là những trường
hợp gây khó khăn cho các phương pháp dựa trên lưới cố định.

Từ Bảng 2 có thể nhận thấy rằng hai cách tiếp cận rời rạc
hóa dựa trên những nguyên lý toán học khác nhau. Phương
pháp chia lưới xây dựng lời giải trên một cấu trúc hình học cố
định và dựa vào khung lý thuyết dạng yếu đã được phát triển
hoàn chỉnh, trong khi phương pháp MPS dựa trên tương tác
cục bộ giữa các hạt và tính chất hình học của phân bố điểm.
Sự khác biệt này không chỉ mang tính kỹ thuật mà còn phản
ánh hai triết lý rời rạc hóa khác nhau: một bên dựa trên phân
hoạch miền liên tục, bên còn lại dựa trên quan hệ lân cận giữa
các điểm rời rạc. Do đó, việc lựa chọn phương pháp phụ thuộc
vào đặc trưng bài toán, đặc biệt là mức độ biến dạng hình học
và yêu cầu ổn định trong mô phỏng các hiện tượng mặt tự do
phức tạp.

Xét trong nhóm các phương pháp hạt không chia lưới, SPH
và MPS đều sử dụng mô tả Lagrangian và biểu diễn chất lưu
bằng tập hợp các hạt tương tác trong miền lân cận. Tuy nhiên,
hai phương pháp có cách xây dựng toán tử và cơ chế xử lý áp
suất khác nhau. SPH xây dựng các đại lượng vi phân thông

qua xấp xỉ hạt dựa trên hàm nhân, trong khi MPS xây dựng
các toán tử rời rạc từ tổng tương tác có trọng số giữa các hạt
và sử dụng mật độ số hạt làm đại lượng ràng buộc cho dòng
chảy không nén. MPS do đó phù hợp với các bài toán dòng
chảy không nén có biến dạng lớn và mặt tự do phức tạp. Tuy
nhiên, độ chính xác và ổn định của MPS phụ thuộc đáng kể
vào phân bố hạt, hàm trọng số và cách xử lý vùng biên. Các
phương pháp hạt nói chung có ưu thế trong việc xử lý biến
dạng hình học lớn nhưng thường có chi phí tính toán cao và
yêu cầu kiểm soát phân bố hạt chặt chẽ hơn so với các phương
pháp chia lưới trong các bài toán có hình học cố định. Vì vậy,
việc lựa chọn phương pháp phụ thuộc vào đặc điểm bài toán,
yêu cầu về mặt tự do, độ biến dạng hình học và tiêu chí ổn
định số.

Nhìn chung, ưu thế đặc trưng của MPS nằm ở khả năng
mô tả trực tiếp chuyển động của các hạt và xử lý các mặt tự
do biến dạng lớn mà không cần tái chia lưới. Tuy nhiên, ưu
thế này đi kèm với sự phụ thuộc của độ chính xác và tính ổn
định vào phân bố hạt, bán kính ảnh hưởng và cấu trúc của
hàm trọng số. Do đó, các kết quả về tính nhất quán và ổn định
được trình bày trong bài báo chỉ có giá trị dưới các giả thiết
tương ứng về phân bố hạt và toán tử rời rạc.

2.8. Phân tích phổ của toán tử Laplace rời rạc và hệ quả
đối với ổn định số
Để hiểu sâu hơn bản chất ổn định và điều kiện hội tụ của
phương pháp MPS, bỏ qua hệ số chuẩn dương 2𝑑

𝜆𝑛0
, xét toán

tử tương đương về cấu trúc phổ của toán tử Laplace rời rạc.
Như đã trình bày ở (8), với một đại lượng vô hướng 𝜙, toán
tử Laplace rời rạc tại hạt 𝑖 có dạng:

(𝐿ℎ𝜙)𝑖 = ∑
𝑗∈𝑁(𝑖)

𝑤𝑖𝑗(𝜙𝑗 − 𝜙𝑖) (24)

Trong đó 𝑤𝑖𝑗 ≥ 0 là trọng số tương tác giữa các hạt lân cận.
Biểu thức (24) có thể được viết lại dưới dạng ma trận:

𝐿ℎ = 𝑊 − 𝐷 (25)

Với:

𝐷𝑖𝑖 = ∑
𝑗

𝑤𝑖𝑗 (26)

𝑊𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑗 (27)

Do 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 và 𝑤𝑖𝑗 ≥ 0, ma trận 𝐿ℎ là ma trận đối xứng
thực. Xét tích vô hướng trong không gian hữu hạn chiều, với
vectơ 𝜙 = (𝜙1, … , 𝜙𝑁)𝑇 , ta có:

𝜙𝑇 𝐿ℎ𝜙 = −1
2 ∑

𝑖,𝑗
𝑤𝑖𝑗(𝜙𝑖 − 𝜙𝑗)

2 ≤ 0 (28)

Từ (28), ta có 𝜙𝑇 𝐿ℎ𝜙 ≤ 0 với mọi 𝜙, do đó 𝐿ℎ là ma trận
bán xác định âm. Hệ quả là tất cả các trị riêng của 𝐿ℎ đều
không dương, trong đó trị riêng lớn nhất bằng 0 và tương ứng
với không gian nghiệm gồm các vectơ hằng.
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Bảng 2. So sánh phương pháp chia lưới và phương pháp MPS trong
mô phỏng dòng chảy

Các tiêu chí
Phương pháp chia lưới
(FEM/FVM)

Phương pháp MPS (không
chia lưới)

Cấu trúc rời
rạc hóa

Miền chia thành phần tử
hoặc ô lưới cố định [17], [19]

Miền biểu diễn bằng tập hạt
di chuyển [7], [8], [11], [26]

Mô tả
chuyển động

Mô tả Euler trên lưới cố
định [19]

Mô tả Lagrangian theo quỹ
đạo hạt [7], [26]

Xây dựng
toán tử
Laplace

Từ dạng yếu hoặc sai phân
trên lưới [17]

Tổng các chênh lệch có trọng
số giữa các hạt lân cận [2],
[7]

Điều kiện
không nén

Áp đặt thông qua dạng yếu
và điều kiện tương thích của
không gian xấp xỉ [19]

Thực thi thông qua mật độ số
hạt và phương trình Poisson
áp suất [7], [8]

Xử lý mặt tự
do

Cần kỹ thuật theo dõi bề mặt
phân cách riêng biệt [19]

Tự nhiên do hạt chuyển động
cùng dòng chảy [8]

Phản ứng
khi biến
dạng lớn

Có thể xuất hiện méo lưới,
cần tái chia lưới [17]

Không phát sinh méo lưới do
không tồn tại cấu trúc lưới cố
định [7]

Cơ sở ổn
định

Dựa trên tính xác định dương
và tính bị chặn của dạng
song tuyến tính [17], [19]

Tự nhiên do hạt chuyển động
cùng dòng chảy [8]

Phụ thuộc
hình học

Phụ thuộc chất lượng và cấu
trúc của lưới [17]

Phụ thuộc mức độ phân bố
đều của các hạt [8]

Phân tích
hội tụ

Đã có khung lý thuyết đầy
đủ trong các không gian hàm
Sobolev [17], [19]

Phụ thuộc mức độ phân bố
đều của các hạt [8]

Cấu trúc đại
số

Ma trận thưa thu được từ rời
rạc hóa miền [17]

Ma trận hệ số tương đương
Laplace trọng số của mạng
lân cận giữa các hạt [8], [22],
[27]

Cấu trúc phổ này tương tự toán tử Laplace liên tục trong
miền bị chặn với điều kiện biên thích hợp [17], [28]. Khi
khoảng cách hạt giảm và các giả thiết về phân bố hạt gần
đồng đều cùng tính đối xứng của hàm trọng số được duy trì,
cấu trúc phổ của toán tử Laplace rời rạc có xu hướng tiệm cận
cấu trúc phổ của toán tử Laplace liên tục. Trong phạm vi bài
báo này, nhận xét trên được sử dụng để diễn giải cấu trúc phổ
và tính ổn định của toán tử MPS; chứng minh hội tụ phổ đầy
đủ không thuộc phạm vi của nghiên cứu.

Từ quan điểm ổn định số, xét phương trình khuếch tán rời
rạc dạng:

𝑑𝑢
𝑑𝑡 = −𝑣𝐿ℎ𝑢 (29)

Nghiệm của hệ vi phân tuyến tính này có dạng:

𝑢(𝑡) = exp(−𝑣𝐿ℎ𝑡)𝑢(0) (30)

Vì các trị riêng của 𝐿ℎ không âm, các hệ số mũ
exp(−𝜈𝜆𝑘𝑡) đều không vượt quá 1 và suy giảm theo thời
gian nếu 𝜆𝑘 > 0. Điều này xác nhận rằng toán tử Laplace rời
rạc sinh ra một bán nhóm co, phản ánh bản chất khuếch tán
của hệ và cho thấy tính chất khuếch tán của hệ thông qua sự
suy giảm của các mode theo thời gian.

Khi rời rạc hóa theo thời gian bằng công thức sai phân tiến,
trong đó giá trị tại bước mới được tính trực tiếp từ giá trị đã
biết ở bước trước:

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 − Δ𝑡 𝑣𝐿ℎ𝑢𝑛 (31)

điều kiện ổn định tuyến tính yêu cầu:

Δ𝑡 ≤ 2
𝑣𝜆max

(32)

Trong đó 𝜆max là trị riêng lớn nhất của 𝐿ℎ. Do phân tích cận
trên phổ cho thấy 𝜆max ∼ 𝑂(ℎ−2), ta thu được điều kiện bước
thời gian dạng:

Δ𝑡 ≤ 𝐶 ℎ2

𝑣 (33)

Phù hợp với đặc trưng khuếch tán của bài toán liên tục [17].
Như vậy, phân tích phổ không chỉ làm rõ nguồn gốc của tính
tiêu tán năng lượng mà còn cung cấp cơ sở định lượng cho
việc lựa chọn bước thời gian trong tính toán.

Tổng hợp lại, toán tử Laplace rời rạc trong MPS có cấu
trúc đại số bảo toàn tính đối xứng và bán xác định dương, đảm
bảo: Không sinh thêm năng lượng trong hệ, có phổ không âm,
sinh ra động lực học khuếch tán ổn định và hội tụ về toán tử
Laplace liên tục khi mật độ hạt tăng.

Những tính chất này củng cố cơ sở toán học của phương
pháp MPS trong khuôn khổ rời rạc hóa dựa trên tương tác cục
bộ giữa các hạt.

3. Khoảng trống lý thuyết và hướng phát triển
Mặc dù phương pháp MPS đã được ứng dụng rộng rãi trong
mô phỏng dòng chảy mặt tự do, vỡ sóng, phân tách giọt và
tương tác chất lỏng – kết cấu, nền tảng lý thuyết toán học của
phương pháp này vẫn chưa đạt đến mức hoàn chỉnh như các
phương pháp chia lưới truyền thống. Những khoảng trống này
không làm giảm giá trị thực tiễn của MPS, nhưng đặt ra yêu
cầu phát triển một khung phân tích chặt chẽ hơn nhằm bảo
đảm tính tin cậy trong các ứng dụng quy mô lớn và các bài
toán phức tạp.

Thứ nhất, vấn đề hội tụ toàn cục của nghiệm rời rạc về
nghiệm liên tục vẫn chưa được chứng minh đầy đủ trong
khuôn khổ không gian hàm chuẩn. Phần lớn các kết quả hiện
tại dừng lại ở phân tích tính nhất quán cục bộ của toán tử
Laplace hoặc ước lượng sai số bậc một dưới giả thiết phân bố
hạt tương đối đồng đều. Tuy nhiên, một định lý hội tụ toàn
cục, bao gồm sự tồn tại nghiệm rời rạc, tính duy nhất và ước
lượng sai số trong chuẩn năng lượng hoặc chuẩn 𝐿2, vẫn là
một bài toán mở.

Thứ hai, ảnh hưởng của sự phân bố không đều của hạt đến
ổn định và sai số vẫn chưa được mô tả định lượng một cách
hệ thống. Trong thực tế tính toán, phân bố hạt có thể bị biến
dạng đáng kể do chuyển động dòng chảy. Khi đó, các giả thiết
về tính đẳng hướng cục bộ và khoảng cách đặc trưng gần như
đồng nhất không còn được bảo đảm. Cần xây dựng các tiêu
chí định lượng để đánh giá mức độ lệch chuẩn của phân bố
hạt và tác động của nó đến phổ của toán tử rời rạc.

Thứ ba, việc nâng cao bậc chính xác của toán tử vi phân
trong MPS còn hạn chế. Phương pháp hiện tại chủ yếu đạt bậc
chính xác tuyến tính theo khoảng cách hạt. Các hướng phát
triển có thể bao gồm điều chỉnh mô men bậc cao, xây dựng
trọng số thích nghi hoặc kết hợp với các phương pháp nội suy
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có cơ sở giải tích rõ ràng hơn. Tuy nhiên, bất kỳ cải tiến nào
cũng phải đồng thời duy trì tính đối xứng và tính tiêu tán năng
lượng của hệ.

Thứ tư, khung phân tích hiện nay chủ yếu áp dụng cho dòng
chảy một pha không nén. Đối với các bài toán đa pha, có mặt
phân cách chuyển động hoặc tương tác với vật thể biến dạng,
cấu trúc toán học của hệ trở nên phức tạp hơn đáng kể. Khi đó,
việc duy trì ổn định năng lượng và tính bảo toàn khối lượng
ở mức rời rạc là một thách thức đáng kể.

Cuối cùng, từ góc độ tính toán hiệu năng cao, việc mở rộng
MPS cho các bài toán quy mô lớn với hàng triệu hạt đòi hỏi
phân tích sâu hơn về cấu trúc ma trận hệ số, tính điều kiện
của hệ phương trình Poisson và khả năng hội tụ của các thuật
toán lặp. Đây là hướng nghiên cứu kết nối giữa phân tích số
và khoa học tính toán.

4. Kết luận và kiến nghị
Bài báo đã trình bày một cách hệ thống cơ sở toán học của
phương pháp MPS trong mô phỏng dòng chảy không nén, với
trọng tâm là cấu trúc rời rạc hóa các toán tử vi phân và các
tính chất ổn định của hệ. Thay vì tiếp cận phương pháp MPS
như một công cụ tính toán thuần túy dựa trên trực giác vật lý,
nghiên cứu này đã phân tích phương pháp dưới góc nhìn giải
tích, làm rõ mối liên hệ giữa khai triển Taylor, cấu trúc đại số
của toán tử Laplace rời rạc và các hệ quả phổ.

Kết quả phân tích cho thấy toán tử Laplace trong MPS có
thể được diễn giải như một ma trận bán xác định dương, với
phổ không âm và cấu trúc tương tự toán tử khuếch tán trong hệ
liên tục. Từ đó, tính tiêu tán năng lượng của hệ rời rạc được
thiết lập thông qua biểu thức năng lượng động học, chứng
minh rằng phương pháp không sinh thêm năng lượng trong
quá trình tính toán. Đồng thời, phân tích phổ đã cung cấp cơ
sở định lượng cho điều kiện lựa chọn bước thời gian, phản
ánh mối quan hệ giữa khoảng cách đặc trưng của hạt và độ ổn
định của lược đồ thời gian.

Bên cạnh đó, bài báo đã chỉ ra sự khác biệt bản chất giữa
rời rạc hóa dựa trên chia lưới và rời rạc hóa dựa trên tương tác
cục bộ giữa các hạt. Nếu như phương pháp chia lưới dựa trên
khung lý thuyết dạng yếu trong không gian hàm Sobolev, thì
MPS hình thành cấu trúc đại số từ mạng lân cận hình học giữa
các hạt. Cách tiếp cận này mang lại ưu thế trong các bài toán
biến dạng lớn và mặt tự do, nhưng đồng thời đặt ra những yêu
cầu cao hơn về kiểm soát phân bố hạt và phân tích hội tụ.

Tuy nhiên, nghiên cứu cũng thừa nhận rằng nền tảng lý
thuyết của MPS vẫn còn những khoảng trống quan trọng. Đặc
biệt, việc thiết lập một định lý hội tụ toàn cục trong chuẩn
năng lượng, đánh giá ảnh hưởng định lượng của phân bố hạt
không đều, cũng như xây dựng các toán tử bậc cao nhưng vẫn
bảo toàn tính tiêu tán năng lượng là những hướng nghiên cứu
cần được tiếp tục phát triển. Ngoài ra, đối với các bài toán đa
pha và tương tác chất lỏng – kết cấu, cấu trúc toán học của hệ
trở nên phức tạp hơn và đòi hỏi phân tích sâu hơn về tính ổn
định và bảo toàn.

Từ góc độ ứng dụng, việc củng cố cơ sở lý thuyết cho MPS
không chỉ mang ý nghĩa học thuật mà còn có ý nghĩa thực
tiễn quan trọng. Trong bối cảnh mô phỏng công nghiệp với
quy mô lớn và yêu cầu độ tin cậy cao, một phương pháp tính
toán chỉ thực sự bền vững khi được bảo đảm bởi nền tảng phân

tích số vững chắc. Do đó, sự kết hợp giữa phân tích giải tích,
kiểm chứng số và phát triển thuật toán hiệu quả cao sẽ là định
hướng then chốt cho các nghiên cứu tiếp theo.

Tóm lại, bài báo đã góp phần làm rõ cơ sở toán học của
phương pháp MPS, từ tính nhất quán, cấu trúc phổ đến tiêu
tán năng lượng, qua đó đặt nền móng cho việc phát triển một
khung lý thuyết hoàn chỉnh hơn trong tương lai. Việc tiếp tục
nghiên cứu theo hướng hội tụ toàn cục, nâng cao bậc chính
xác và mở rộng sang các bài toán đa vật lý sẽ là bước tiến
quan trọng nhằm khẳng định vị thế của phương pháp không
chia lưới trong lĩnh vực mô phỏng động lực học chất lỏng.

Bên cạnh những kết quả đạt được, nghiên cứu này vẫn tồn
tại một số hạn chế cần được nhìn nhận một cách khách quan.
Trước hết, các phân tích được trình bày chủ yếu tập trung vào
toán tử Laplace rời rạc và cấu trúc năng lượng của hệ khuếch
tán, trong khi phần tương tác áp suất và tính không nén mới
chỉ được xem xét ở mức cấu trúc đại số mà chưa thiết lập đầy
đủ ước lượng sai số trong chuẩn năng lượng. Do đó, mối liên
hệ giữa nghiệm rời rạc và nghiệm yếu của hệ Navier–Stokes
liên tục vẫn chưa được chứng minh toàn diện.

Thứ hai, các lập luận về hội tụ được xây dựng dưới giả thiết
phân bố hạt tương đối đồng đều và hàm trọng số đẳng hướng.
Trong thực tế mô phỏng, đặc biệt với các bài toán biến dạng
mạnh hoặc tương tác phức tạp, phân bố hạt có thể mất tính
đồng đều đáng kể. Ảnh hưởng định lượng của hiện tượng này
đến phổ của toán tử rời rạc và điều kiện ổn định chưa được
đánh giá đầy đủ trong khuôn khổ nghiên cứu hiện tại.

Thứ ba, bài báo chưa khảo sát chi tiết vấn đề điều kiện biên
phức tạp và tương tác với vật thể biến dạng, vốn có thể làm
thay đổi cấu trúc ma trận hệ số và tính chất phổ của hệ. Đối
với các bài toán đa pha hoặc có sức căng bề mặt, cấu trúc phi
tuyến mạnh của hệ phương trình sẽ đặt ra thách thức lớn hơn
cho việc thiết lập ước lượng năng lượng.

Từ những hạn chế trên, các hướng nghiên cứu tiếp theo có
thể tập trung vào bốn phương diện chính. Thứ nhất, xây dựng
một định lý hội tụ toàn cục cho hệ MPS trong chuẩn năng
lượng hoặc chuẩn 𝐿2, bao gồm sự tồn tại và duy nhất của
nghiệm rời rạc. Thứ hai, phát triển các tiêu chí định lượng để
đo mức độ lệch chuẩn của phân bố hạt và thiết lập mối liên hệ
giữa mức độ không đồng đều này với sai số và phổ trị riêng
của hệ. Thứ ba, nghiên cứu các toán tử bậc cao hoặc phương
pháp hiệu chỉnh mô men nhằm nâng cao độ chính xác không
gian mà vẫn duy trì tính tiêu tán năng lượng. Cuối cùng, mở
rộng phân tích sang các bài toán đa vật lý, trong đó cần kết
hợp giữa phân tích giải tích, mô phỏng số và các thuật toán
giải hệ tuyến tính hiệu quả cao.
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Nguyễn Hữu Phước: Thu thập và quản lý dữ liệu, phát triển phần
mềm, thực hiện nghiên cứu, trực quan hóa kết quả, phản hồi ý kiến
phản biện, biên soạn bản thảo gốc. Phạm Văn Chiến: Đề xuất ý tưởng
nghiên cứu, xây dựng phương pháp, phân tích hình thức, thực hiện
nghiên cứu, thẩm định kết quả, trực quan hóa, hướng dẫn chuyên
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