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TOM TAT

Céc phuong phép dong luc hoc chit 1éng (CFD) tinh todn dua trén chia Iuéi, nhu phudng phép
phin tit hitu han (FEM) v thé tich hitu han (FVM), c¢6 nén téng todn hoc vitng chic nhung gip khé
khén khi m6 phdng dong chdy c6 miit tu do bién dang manh, phén tch giot va tuong tic da pha do
méo ludi. Phuong phdp hat chuyén dong ban 4n (MPS) 1a phuong phép khong Iudi dua trén mé ta
Lagrangian, cho phép xi Iy bién dang 16n va b& miit tu do phic tap. Mic du dugc ting dung rong
rai trong md phéng séng v va tuong tdc chit 16ng-két ciu, co s& todn hoc ciia cic todn tii rdji rac
trong MPS van cin dugc hé thdng héa. Bai bdo phan tich nén téng todn hoc cia MPS, gdm toén tit
gradient va Laplace rdi rac, phuong trinh Poisson 4p suét, tinh nhit quan dua trén khai trién Taylor,
cAu triic phd va tinh tiéu tén ning lugng cla hé rdi rac. K&t qua 1am rd céc tinh chét todn hoc ctia
MPS duéi cdc gia thiét vé& phan bd hat va ciu tric todn .

ABSTRACT

Computational fluid dynamics (CFD) methods based on mesh discretization, such as the finite
element method (FEM) and finite volume method (FVM), have well-established mathematical
foundations but face challenges in simulating flows with strongly deforming free surfaces, droplet
breakup, and multiphase interactions due to mesh distortion. The Moving Particle Semi-Implicit
(MPS) method is a meshfree approach based on a Lagrangian description, enabling the natural
treatment of large deformations and complex free surfaces. Although MPS has been widely applied
to the simulation of breaking waves and fluid-structure interactions, the mathematical foundations
of its discrete operators still require systematic clarification. This paper analyzes the mathematical
foundations of MPS, including discrete gradient and Laplacian operators, the pressure Poisson
equation, consistency based on Taylor expansion, spectral properties, and energy dissipation of
the discrete system. The results clarify the mathematical properties of MPS under assumptions
concerning particle distribution and operator structure.

1. Gidi thiéu

phin bd hat vin 12 nhiing vin d& quan trong trong su phét trién

Trong md phdng dong luc hoc chét 1éng, cidc phuong phap
rdi rac héa dua trén chia 1u6i nhu phan tif hitu han va thé tich
hitu han da dat dudc mot nén tang Iy thuyét viing chic vé tinh
hdi tu va 6n dinh trong c4c khong gian ham chuén [1]. Nhitng
phuong phdp nay xay dung nghiém rdi rac thong qua phan
hoach mién hinh hoc ¢d dinh va khai théc cau tric dang yéu
cuia phuong trinh Navier—Stokes.

Trong nhiing ndm gan diy, cdc nghién ctfu di tiép tuc lam

rd ¢d s& todn hoc va tinh &n dinh clia cdc phucng phép hat.

Souto-Iglesias va cong su da phan tich tinh nhit quan ctia cdc
todn tif gradient, phan ky va Laplace trong MPS, ddng thdi
chi ra nhiing van dé lién quan dén tinh nhét quan ctia phucng
trinh Poisson dp sudt [2]. Cdc nghién ctiu tdng quan gan day
ciing cho thiy do chinh x4c, tinh 6n dinh, didu kién bién va su
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ctia MPS [3], [4]. Bén canh d6, Imoto da phan tich su khéac
biét v& miit todn hoc giifa cdc todn ti thily dong luc hoc hat
tron SPH va MPS, qua d6 1am rd mdi lién hé gitta MPS véi céc
x4p xi binh phuong t6i thiéu dong [5]. Gin diy hon, Miller
va cong su da phat trién mot phép xAp xi todn tit Laplace nhét
quén theo khai trién Taylor va ddnh gi4 kha niing hoi tu d6i
v6i cd phan bd hat ddng déu va nhiéu [2].

Tuy nhién, khi 4p dung cho cdc bai todn c6 bién dang hinh
hoc 16n, déc biét 1a dong chdy mét tu do, phan tich giot hodc
V3 séng, ciu triic usi cé thé bi méo nghiém trong. Viéc duy
tri chat lugng Iuéi trong céc tinh hudng nay doi héi tai chia
luéi hodc k¥ thuét theo doi mét phan cach phic tap, lam gia
ting chi phi tinh todn va tiém 4n nguy co suy gidm 6n dinh
sd [6].
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Trudc nhitng han ché d6, phuong phap MPS, do Koshizuka
va Oka dé xuat ndm 1996 [7] di dua ra mot cach tiép can khdc:
thay vi ri rac héa mién hinh hoc, phuong phép ri rac héa
truc tiép trudng vat Iy thong qua tap hop cdc hat chuyén dong
theo mé t4 Lagrangian. Cau tric nay cho phép xi 1y tu nhién
céc bién dang 16n va mit tu do ma khdng can duy tri mot ludi
¢6 dinh. C4c m& rong tiép theo da chiing minh hiéu qua cia
MPS trong md phéng v& séng, dao dong chit 16ng trong bé
chtta va nhidu Gng dung k§ thuat khéc [8].

Trong nhém cdc phuong phdp hat khong chia lugi, MPS
12 mdt phuong phdp dudc phét trién diic biét cho md phéng
dong chay khong nén dua trén mo ta Lagrangian. Mot déc
diém quan trong ctia MPS 12 c4c toén tit vi phan dudc xay
dung truc tiép tif quan hé tuong tdc gilta cdc hat thong qua
ham trong s, do d6 khong yéu cau xay dung luéi tinh todn cd
dinh. Pic diém nay cho phép phuong phép x{i Iy tu nhién cdc
bai todn c6 bién dang 16n, mit tw do bién dang manh va céc
hién tugng tdch hodc hdp ctia mién chit 16ng. Tuy nhién, kha
ning nay di kém véi su phu thudc ddng ké ctia dd chinh xéc
va tinh 8n dinh vao phan bd hat, ham trong s6 va xii 1y diéu
kién bién.

Tuy nhién, mic du thanh cong v& miit thuc nghiém, nén
tang ly thuyét cia MPS van chua dudc phit trién tuong xiing
v6i cac phuong phédp chia Iuéi truyén thdng. Cau héi trung
tam dit ra 12 trong diéu kién nao toan ti vi phan r8i rac trong
MPS hoi tu v& todn ti lién tuc? Tinh &n dinh cta hé t3i rac
dudc bao dam bdi co ché todn hoc nao? Va ciu tric phd ciia
todn tif Laplace rdi rac ¢6 phéan 4nh ban chit khuéch tdn ciia
hé lién tuc hay khong?

Nhitng nghién cifu gin day da bit dau phan tich lai tinh
nhét qudn ciia todn tit Laplace trong MPS thong qua khai trién
Taylor va ddnh gid sai s6 cuc bo [2]. Tuy nhién, mot biic tranh
tdng thé két ndi giita tinh nhét quén, tiéu tn ning luong, ciu
triic phd va didu kién 6n dinh vAn chua dugc hé théng héa
mot céch day du.

Pham vi khao cifu clia bai bdo tap trung vao nén ting todn
hoc ctia phuong phap MPS, bao gdm x4y dung cic todn tif vi
phan rdi rac, phuong trinh Poisson 4p sudt, tinh nhat quéan, 6n
dinh sd, cAu tric phd va tinh chét ning ludng clia hé rdi rac.
Céc tai liéu dudc Iwa chon dya trén mdc d6 lién quan truc tiép
dén MPS va cac phudng phép hat khong chia Iuéi lién quan,
wu tién cdc cong trinh nén tang va cdc nghién ctiu cé déng
g6p truc tiép cho viéc phan tich to4n hoc, tinh chinh xdc va
dn dinh ctia phuong phép.

Trén co s6 pham vi khéo ctiu trén, bai bdo tap trung hé
thdng héa va phan tich nén tang todn hoc cia cdc toan tir rdi
rac trong phuong phap MPS. Cu thé, ching t6i 1am rd: (i) ciu
tric roi rac clia todn tir Laplace; (ii) tinh tiéu tdn ndng lugng
ctia h¢; (iii) dic trung phd va diéu kién 8n dinh theo budc thdi
gian; va (iv) su khéc biét ban chét gifia roi rac héa dua trén
chia lué6i va roi rac héa dua trén tuong tac hat. Qua d6, bai bao
g6p phan ciing ¢d nén tang 1y thuyét cho phuong phap khong
chia luéi trong mo6 phdng dong chdy khong nén.
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Hinh 1. So sdanh mo6 ta Euler (trdi) va Lagrangian (phai)

2. Co sé ly thuyét MPS

2.1. H¢ phuong trinh Navier—Stokes cho dong chdy khong
nén
Dong chdy chit 16ng Newton khong nén dudc mo ta bdi hé
phuong trinh Navier—Stokes duéi dang Lagrangian [1], [9],
[10].

Du 1 5
E——;VP"I'VV u+g (D)

V-ou=0 )

Trong d6: u 1a vectd van t6c, P 1a dp suét, p 1a mat do, v 1a
dd nhét dong hoc, g 1a gia tdc trong trudng.
Dao ham vat chét dugc dinh nghia:

D 9
Dt ~ at
Phuong trinh (1) biéu dién bao toan dong luong, trong khi
(2) thé hién bao toan khdi lugng trong didu kién khong nén.
Céc phuong phap chia luéi nhu FEM va FVM gidi truc tiép
hé (1)—(2) trén Iui khdng gian c6 dinh [6]. Tuy nhién, ddi v6i
céc bai todn mit tu do ho#ic phan ménh chit 18ng, viéc duy tri
chit lugng ludi tré nén khé khin [7].

+u-V 3)

2.2. Dién gidi Lagrangian va co sé ciia phuong phap hat
Trong md ta Lagrangian, chuyén dong ctia mdi phan tit chét
l6ng dugc theo doi theo quy dao:

% =u @

Khac v6i mo ta Euler, thanh phén ddi luu trong (3) dudc
hip thu vao dao ham toan phan. Diéu nay mang lai hai wu
diém quan trong: Mot 12 khdng can rdi rac héa riéng biét thanh
phin dbi lvu. Hai 13 bién tu do dudc theo ddi tu nhién theo
chuyén ddng hat.

Céc phuong phdp khong luéi nhu SPH va MPS déu dva
trén mo ta nay [8]. Tuy nhién, MPS dudc thiét ké dic biét cho
dong chdy khong nén.

Hinh 1 trinh bay hai khudén khd md ta co ban ciia dong Iuc
hoc chét 16ng. O phia trai, mo ta Euler dugc thiét 1ap trén mot
luéi khong gian cb dinh, trong d6 cdc dai ludng trudng nhu
van tdc u(x, t) dudc x4c dinh tai cdc diém trong mién va bién
thién theo thdi gian. Cdch tiép cin nay gin véi quan sét tai
céc vi trf khong gian ¢6 dinh va Ia nén téng cla cdc phuong
phép rdi rac héa dua trén chia ludi.
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Hinh 2. Minh hoa mién 4nh hudng va tuong téc hat trong phuong
phép MPS

Ngudc lai, phia phdi minh hoa m6 t4 Lagrangian, trong d6
chuyén dong ctia chit 16ng dudc biéu di&n thong qua quy dao
clia cdc phén ti vat chit. Mbi hat mang theo thdng tin vé vi
tr va van tdc, va cdc dai lugng vat ly dudc cAp nhat doc theo
quy dao chuyén dong. Khudn khd nay cho phép mo ta truc
tiép su bién dang ctia mién chat 1éng va dic biét phi hdp véi
céc bai todn c6 mit tu do hoiic bién dang hinh hoc 16n.

Su khac biét giita hai md ta khong chi mang tinh hinh hoc
ma con phan dnh hai cach roi rac héa khac nhau: mét bén dua
trén trudng x4c dinh trong mién cd dinh, bén con lai dua trén
tap hop c4c phan tii chuyén dong. DAy chinh 1 co s& 1y thuyét
din dén su phdt trién ciia cdc phuong phdp khdng chia lusi
nhu MPS.

2.3. Roirac hoa phuong trinh dong luong trong MPS
Phuong phap MPS do Koshizuka va Oka dé xudt [8], [11] st
dung tap hat {x;}%¥ | dé biéu din mién chét 16ng.

2.3.1. Xdp xi mat dé sé hat va co ché thic thi diéu kién
khong nén trong MPS

Trong phuong phap MPS, diéu kién khdng nén khdng dudc ap
dit truc tiép théng qua todn tif phan ky nhu trong FEM hoic
FVM [1], ma dugc thuc thi gidn tiép thong qua khdi niém mat
d6 s6 hat do Koshizuka va Oka dé xuit [7]. Tai mdi hat 7, mat
do sb hat dugc x4c dinh bai:

n; = Z w(’rj - ri‘) )
J#
Trong d6 w(r) 1a ham trong s6 c6 hd trg hitu han trong ban
kinh 4nh huéng r, [7], [8]. Ham trong s thudng dugc chon
sao cho:

E—1, O<r<r,
w(r)=1r (6)

0, r=r,

Dém bdo tinh cuc bd clia tuong tac va béo toan tinh ding
hudng.

Biéu thtic (5) c¢6 thé dugc xem nhu mot x4p xi rdi rac clia
tich phan thé tich cuc bo [12], [13]:

mi= [y, wlr =nhdv o)

Do d6 phén d4nh mét do hinh hoc cta hat trong 1an can
diém dang xét. Trong trang thdi ban diu, khi phan b6 hat 12
quasi-uniform [2], gi4 tri ndy dat mot hiing sd tham chiéu n,.
D6i véi dong chdy khong nén, thé tich phan tir vat chét phai
dudc béo toan, tuong ducng véi viéc mat dd hat duy tri xap xi
ng trong subt qud trinh tinh toan. Sai 1éch n; — ng vi vy déng
vai trd nhu dai luong do bién dang thé tich cuc bd va dudc sit
dung 1am ngudn trong phuong trinh Poisson 4p suét. Co ché
nay cho phép chuyén diéu kién V - u = 0 sang mdt rang budc
dai sd trén phan bd hat, ddng thdi duy tri tinh nhéit quin vat
ly trong khuon khé Lagrangian hoan toan.

Trong nghién c@u nay, phan bd hat gin dong déu
(quasi-uniform) dudc hiéu 13 trang thdi trong d6 khoang
céch gifta cdc hat 1an can khong thay déi déng ké trong mién
anh hudng, v6i khoang cach déc trung dudc st dung lam
thang do khong gian ctia phép 13i rac héa. Gid thiét nay
khong yéu ciu cdc hat phai nim trén mot mang déu tuyét doi,
nhung yéu cu muic d6 bién thién khodng c4ch 1an can dt nhd
dé cdc md-men hinh hoc cin thiét ciia phan bd hat dudc xap
xi 6n dinh.

2.3.2. Xap xi todn ti Laplace trong phuong phdap MPS
Trong phuong trinh Navier—Stokes (1), toén tir Laplace xuét
hién trong thanh phan khuéch tdn nhét vV2u. Ddi véi cic
phuong phdp chia Iuéi, Laplacian dudc xdy dung tif ma tran
sai phan hodc phan tit hitu han trén ludi ¢d dinh [1]. Tuy nhién,
trong khudn khé khong ludi ctia MPS, todn tif nay dugc xap
xi thong qua tuong tdc cuc bd gitta cdc hat 1an cén, dua trén
gi4 thiét m6-men bac hai ctia phan bb hat [7], [8].

Cu thé, v6i mot dai luong vo huéng ¢, Laplacian tai hat i
dugc xac dinh bdi:

2d
24 _
Vg, = T%j;(¢j—¢i)w(|rj—ri|) ®)
Trong d6 d 12 s chiéu khong gian, n 1a mat do s6 hat tham
chiéu va hé s6 chuin héa:

2
Zj#i |”J’ -7y Wij

/1 =
e Wi

)

D& bio dam tinh ding hudng cla todn t&, ham trong s
dudc gia thiét phu thudc vao khoéng cach thay vi huéng tucng
ddi gitta hai hat. Khi két hop v6i phan bd hat gin dong déu,
gié thiét nay 1am cho c4c md men bac nhét theo c4c huéng ddi
xtng c6 xu hudng triét tiéu, trong khi cdc moment bic hai tao
ra thanh phan tuong Gng véi toén tif Laplace. Day 1a diéu kién
quan trong trong 14p luin dua trén khai trién Taylor dudc sir
dung & muc 2.5.

Céc phan tich tiép theo dudc thuc hién duéi gia thiét phan
bd hat quasi-uniform trong mién khio sit va ham trong sb
c6 tinh déng huéng, d6i xting va khdng am trong mién anh
hudéng. Céc gia thiét nay bdo ddm cdc moment hinh hoc cin
thiét c6 tinh chat ddi xiing va cho phép danh gid tinh nhét
quén ciia todn tif thong qua khai trién Taylor.

149



Nguyen Hitu Phudc va Pham Vin Chien

Tap chi Khoa hoc cong nghé Giao thong vén tai 15(5) (2026) 147-156

Bang 1. Kiém chiing s6 tinh hoi tu ctia todn ti Laplace MPS ddi v6i phan bd hat déu

Khoang cach hat & no A V,zl ¢ Gia tri chinh xdc Sai s6 £, Béc héi tu p
0,200 2,24 0,0443 1,003338 1 3,34x1073 2
0,100 2,24 0,0111 1,000834 1 8,34x10~4 2
0,050 2,24 0,0028 1,000208 1 2,08x10~4 2
0,025 2,24 0,0007 1,000052 1 521x107> 2
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Hinh 3. Hoi tu clia sai sd todn tif Laplace MPS theo khoang céch hat

3x107% 4x1072

D& kiém chiing tinh nhat qudn ciia todn tit Laplace, mot bai
to4n kiém chiing s6 dudc thuc hién v6i ham gidi tich tai diém,
trong d6 gid tri chinh xéc cta toén tif Laplace 1a. Phan bd hat
dudc thiét 1ap trén ludi vudng déu v6i va ban kinh dnh huéng.
Toén tir Laplace rdi rac dudc tinh theo (8), v6i ham trong s6
va hé s6 chuin héa dude xdc dinh theo (6) va (9). Khi khoang
céch hat gidm tif xudng, sai s6 gidm tit xuéng. Bac hoi tu quan
sat dudc xap xi 2,0. K&t qua nay x4c nhan kha ning hoi tu ctia
todn tit Laplace MPS déi v6i phan b6 hat d&u va phit hop véi
tinh nhit quan dugc phan tich bing khai trién Taylor.

Hinh 3 la m6 td minh chiing hdi tu cta sai s6 toan tif
Laplace MPS theo khodng cdch hat. Dam béo tinh déng
huéng ciia xip xi. Biéu thic (8) c6 thé dugc dién gidi nhu
mdt x4p xi 18i rac clia todn tii tich phan khong cuc bo:

V2i(r) = C [y (@) = p(r)wllr = ridV (10)

v6i C 1a hing s6 chuin héa. Phan tich Taylor cho thdy khi
phan b hat quasi-uniform v6i khoang cach dic trung A, sai
s6 xap xi dat bic O(h) [12]. Diéu nay chiing minh tinh nhét
quan bac mdt cta toan ti Laplace trong MPS.

Vé mit vat ly, tong (¢; — ¢;) thé hién chénh léch cuc bd
gifta c4c hat, trong khi ham trong s diu chinh miic do &4nh
huéng theo khodng cdch. Ciu triic d6i xiing ctia biéu thic (8)
cling ddm bao tinh tiéu tan nang lugng cda hé roi rac, gop
phin duy tri én dinh s6 hoc [12].

Hinh 4 biéu di&n co ché tuong tdc cuc bd gilta mot hat trung
tdm 7 va céc hat 1an can trong phuong phiap MPS. Vung tron
ban kinh r, x4c dinh mién &nh huéng, trong d6 céc hat nim
trong pham vi nay s& tham gia vao qua trinh x4p xi cdc todn
tl vi phan.
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Hinh 4. Minh hoa x4p xi todn tii Laplace r8i rac trong phuong phap
MPS

Céc vecto ry; thé hién khoang céch giifa hat trung tim va
céc hat 1an can. Mdi tuong tic dugc gdn mot trong sd w;j, phu
thudc vao khoang cdch tuong db6i, va dugc st dung dé tinh
todn cédc dai luong nhu gradient vh Laplace thong qua biéu
thiic dang chénh 1éch ( ;- cp,-)wij.

Hinh minh hoa 8 rdng toan t&f vi phan trong MPS khong
dudc xay dung ti ciu tric lugi hinh hoc, ma tit tdng cdc tuong
tdc c6 trong s6 trong mién I1an c4n, qua d6 hinh thanh mot xap
Xi r0i rac cuia toan tu lién tuc.

2.4. Thudt toan dw doan — hiéu chinh va phuong trinh
Poisson ap sudt trong MPS

Trong phuong phdp MPS, hé phuong trinh Navier—Stokes
khong nén dudc gidi thong qua mot ludc dd chiéu dang
Lagrangian, thudng dudc goi la thuit todn duy doan — hiéu
chinh [7], [8]. Muc ti€u cta thuat todn nay la tich viéc tinh
van tdc thanh hai giai doan: Giai doan mot 1a du dodn van téc
tam thoi dudi tdc dung ctia luc nhét va ngoai luc; Giai doan
hai 12 hiéu chinh vén t6c biing trudng 4p suit dé théa didu kién
khong nén.

Xuit phat tif phuong trinh dong lugng (1), bd qua tam thoi
thanh phan gradient 4p suit, van tdc trung gian tai budc n + 1
dudc xac dinh bdi:

w* = u" + At(vV3u" + g)

1)

Trong d6 todn tit Laplace dudc xip xi theo cdng thiic rdi rac
(8). Do chua xét dén 4p sut, trudng van toc trung gian u* néi
chung khong théa man diéu kién khong nén V - u = 0. Sai
1éch nay dugc phén dnh thong qua mét do sb hat tam thdi n?,
dudc tinh tif phan bd hat sau budc du dodn.

D& khoi phuc diéu kién khdng nén, 4p suit dugc xéc dinh
tit phuong trinh Poisson dang rdi rac [8]:
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&
p Mo~ N

VZP(}'HI) —
A2 ng

(12)
Trong d6 ng 12 mat do hat tham chiéu ban dau. Phuong trinh
(12) xdc dinh trudng 4p suit can thiét dé hiéu chinh van téc
trung gian. Sau khi gidi phuong trinh Poisson dp suit (12),
van téc dudc cap nhat theo:

- ﬂvp(ml)
p

n+l) — g%

u (13)

Budc hiéu chinh nay bao ddm trudng van tdc sau hiéu chinh
théa man diéu kién khong nén trong pham vi sai sd ctia phép
roi rac hoa.

Céu tric nay tuong duong v6i phuong phép chiéu trong
CFD cb dién [10], nhung dudc xay dung hoan toan trén nén
tang hat. V& mit todn hoc, thuit todn du dodn — hiéu chinh
dam béo ring van téc sau hiéu chinh théa diéu kién khong
nén & mic rdi rac, ddng thdi duy tri tinh tiéu tdn ning ludng
cia hé. Tinh &n dinh ctia luge dd phu thudc vao didu kién
budc thdi gian va tinh chit cla todn tif Laplace rdi rac, diic
biét 1a tinh d6i xiing va ddng huéng ctia ham trong s6 [2].

2.5. Phan tich Taylor va tinh nhét qudn ciia toan ti
Laplace roi rac

Dé dénh gid miic do chinh x4c cda todn tif Laplace trong MPS,
can xuit phét tif khai trién Taylor ctia mot ham tron ¢ (r) tai
1an c4n diém r,. V6i mot hat 14n cén j, ta c6:

1 T 3 (14)
+ i(rj —ri)  Hy(ry) (r; —r;) + O(h”)

Trong d6 H 4 1a ma trdn Hessian va i 1a khodng céch déc trung
gitta cdc hat. Trit hai vé cho ¢ (7;) va thé vao biéu thic rdi rac
ctia Laplacian (8), ta thu dudc tong céc thanh phan bac nhét
va bac hai. Do phéan bd hat dudc gia thiét quasi-uniform va
ham trong s6 c6 tinh di xdng xuyén tdm, cac hang bac nhit
triét tiéu khi 1ay tong trén mién anh hudng. Thanh phin bic
hai con lai ty 1& v6i vét ctia ma tran Hessian, tiic 1a V2¢. Két
qué (15) cho thiy sai s ctia todn tif Laplace rdi rac phu thudc
vao khodng céch dic trung giiia c4c hat. Dudi gia thiét phan
bd hat gin dong déu va ham trong sb thoa cac diéu kién d6i
xting can thiét, sai s6 giam khi khoang cdch hat gidm, cho
thiy tinh nhit quin ctia todn tii Laplace MPS trong cu hinh
khdo sét. K&t qua phan tich niy dudc kiém chiing thém bing
thi nghiém s6 trinh bay & Bang 1 va Hinh 3:

V2MPS = V24 (r;) + O(h) (15)

Diéu nay c6 nghia ring khi khodng céch hat gidm mot nia,
sai s6 xap x{ gidm xAp xi mot nita theo cung ty 1&. N6i céch
khac, do 16n cta sai s6 hoi tu tuyén tinh v& khong khi mat do
hat ting 1én va h — 0.

Do d6, duéi gia thiét phan bd hat quasi-uniform va ham
trong s c6 tinh ding hudéng, todn ti Laplace 13i rac trong
MPS 12 mdt xap xi nhat quan bac mdt ctia todn tif Laplace ¢
dién. Su hdi tu bac mdt ny dugc hidu theo nghia sai sd cuc
bd tai tiing hat thoa:

|V2pMPS — V2¢(r,)| < Ch (16)

V6i C 1a hing sd doc 1ap v6i h nhung phu thudc vao chuin
tron ctia ham ¢. Diéu nay ddm bao tinh nhit quan cta lugc
dd rdi rac, 1a diéu kién tién quyét dé thiét 1ap céc dinh 1y hoi
tu toan cuc khi két hop véi phan tich én dinh.

K&t qua nay cho thay toan tif Laplace trong MPS khong chi
xudt phat @i truc gidc vat ly vé tuong tdc cuc bd giifa céc hat,
ma con c6 co s gidi tich 16 rang dua trén khai trién Taylor [2].
Tuy nhién, tinh nhit quén nay chi dugc bdo ddm khi phan b6
hat duy tri tinh quasi-uniform va ham trong sd thoa céc didu
kién déng huéng can thiét nhim loai bé cdc hang bic nhit
trong khai trién.

Khi c4c gia thiét nay khdng con dudc théa man, cdc thanh
phin bac nhit trong khai trién Taylor khong nhét thiét triét
tiéu hoan toan, din dén sai s6 nhit quin ting va cd thé lam
gidm bac hoi tu clia todn tii. Dic biét, su phan bd hat khong
ddng d&u hoiic bi nhiéu manh c6 thé 1am thay déi cic mo-men
hinh hoc cuc b, trong khi ham trong s6 khong déng huéng
c6 thé tao ra sai sd phu thudc huéng. Do d6, két qua vé tinh
nhit quan bac mot trong phan tich nay chi c6 hiéu luc duéi
céc gia thiét v& phan bd hat va ciu triic hAm trong s6 di néu.

Co ché hoi tu clia todn tit Laplace rdi rac c¢6 thé dugc minh
hoa thong qua m6 hinh ddi xting don gidn trong mdt va hai
chiéu (Hinh 5). Trong trudng hop phin bd diém dbi xting, cdc
thanh phin bac nhit trong khai trién Taylor triét tiéu, chi con
lai thanh phan bac hai tuong ting véi Laplacian. Diéu nay giai
thich vi sao tinh d&ng huéng ciia phan bd hat 13 diéu kién then
chdt d€ dam bio tinh nhit quan ctia phuong phap.

2.6. Tinh én dinh néing lwong ciia hé roi rac

Tinh n dinh ctia phuong phap MPS c6 thé dugc phan tich
thong qua nidng lugng dong hoc réi rac ciia hé hat. Tuong tu
céch tiép can trong phan tich phuong trinh Navier—Stokes lién
tuc [10], ta dinh nghia niing luong rdi rac tai thai diém ¢ boi:

1 2
E(t) =5 lul'V; (17)
7
Trong d6 V; 1a thé tich tuong duong cta hat.
Xuit phat tir phuong trinh dong Iugng dang rdi rac trong
MPS [7], [8]:

du; 1
d_tl =vWu; +g— ;VP,- (18)
/’/7__I_>\\‘\\
P(x;+h) = p(x;) + he'(x) +5h2$(x) ...
BOi—h) ~ p(x) —he(x) + S h2¢”(x) A *h 3
i @—~®
- | N Pt bt /! 1
X Xi \ \ A " / !
.|h l h’ \\\ i) ;/ h Ih Y i )
f X 1 \\ .\;\\‘/,,/. //
o(x; + h)—26(x;) + p(x; —hh?¢”(x;) e

(a) M6 hinh déi xitng 1D (b) Mo hinh dang hugng 2D

Z (9~ ‘P[):%hz V2,
J

Hinh 5. Minh hoa tinh ddng huéng va co ché triét tiéu thanh phan
bac nhét trong x4p xi Laplacian rdi rac
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P+ b= " + hplx; 22h2(x) E(t)

P; )= p(x) - hplx) 5 h2¢(x)
E(0)

(1w, =w}wy]

B(xi + h) = 2p(x;) + plx; — W)= H'P(x;

(a) Tuong tac cip hat (b) Nang lugng giam
Hinh 6. Minh hoa cd ché tiéu tén ning lugng ctia todn ti Laplace
i rac trong MPS

Va chi xét thanh phin khuéch tdn nhét (bé qua ngoai lvc va
4p suét vi khong sinh hay tiéu tdn ning Iugng toan cuc), thay
todn tif Laplace rdi rac (8) vao (17), sau d6 nhan v6 huéng véi
u; va lay tong theo i, ta thu dugc:

dE 2
—t=vZul~~V u; (19)

d

St dung tinh ddi xiing ctia ham trong s6 va hodn ddi chi s6
i,j, biéu thic trén c6 thé bién déi vé& dang:
dE 2
E ==V Z|MJ — Ml'| W[j < 0 (20)
ij
Két qua (20) cho thiy ning lugng rdi rac khong ting
theo thdi gian. Do d6, ham E(¢) dong vai trd nhu mdt ham
Lyapunov cho hé dong luc rdi rac:
e E(t) 20,
dE
4E <,
dE

dr —

Theo nghia nay, hé rdi rac 1a én dinh theo Lyapunov d6i
v6i nhiéu nhd cta trudng van tdc, mién la todn tii Laplace
bao toan tinh ddi xting va ham trong sd duong x4c dinh. Diéu
nay cho thy hé r&i rac ¢6 tinh tiéu tén ning ludng tu nhién,
tuong tu cd ché khuéch t4n nhét trong hé lién tuc [2]. Két qua
nay dic biét quan trong vi né ddm bao ring nghiém s6 khong
phit trién dao ddng khong vt 1y theo thdi gian, mién 12 budc
thdi gian thda diéu kién én dinh thich hop.

Hinh 6 minh hoa truc quan co ché tiéu tdn ning lugng ctia
todn tit Laplace rdi rac trong phuong phap MPS. O Hinh 6a
hai hat 1an cin i va j c6 van tdc khic nhau. Thanh phin
(#; — u;)w;; trong bicu thitc Laplacian déng vai tro nhu mot
co ché khuéch tén cuc bd, lam gidm chénh léch van tbc giita
céc hat. Khi van té¢c dudc cAp nhat theo phuong trinh dong
lugng, su khdc biét ndy dan bi “lam min”, phén 4nh diing ban
chit vat Iy ctia hién tuong khuéch tan nhét trong hé lién tuc.
Hinh 6b thé hién hé qué & miic toan cuc: ning ludng dong hoc
ri rac theo biéu thitc (17) gidm don diéu theo thdi gian. Pidu
nay xuét phat truc tiép tir hé thic (20).

Su két hop giira hai panel cho thay méi lién hé giita co ché
vi mo (tuong tac cap hat) va h€ qua vi md (gidm nang lugng
toan cuc), qua d6 cling c¢d co s todn hoc ctlia tinh dn dinh
trong phuong phip MPS.

Mic di tinh tiéu tdn ning lugng ddm bao &n dinh lién tuc
theo thdi gian, khi rdi rac héa theo budc thdi gian hitu han Az,
can dam bao diéu kién 6n dinh kiéu khuéch tan. Tur phan tich

0 khi va chi khi van téc ddng nhét cuc bd
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phd ciia todn tif Laplace rdi rac [2], tri riéng 16n nhit clia ma
tran khuéch tdn c6 bac:

1
o)

Do dé, véi lugc dd thai gian tudng minh, didu kién &n dinh
xap xi:

ey

h2

Ar< C— (22)

Trong d6 C la hing sd phu thudc vao lya chon ham trong
6 va s chiéu khong gian. Diéu kién nay tuong tu diéu kién
CFL khuéch tan trong phuong phdp sai phan hitu han [9], [10],
[14].

Nhu vy, tinh 8n dinh ctia MPS dugc dim bio & hai mic:
On dinh nang lugng (Lyapunov) [15], [16] & mdc lién tuc va
dn dinh rdi rac phu thudc budc thdi gian & mic tinh todn.

2.7. So sanh ban chit toan hoc giita MPS va cac phuong
phap chia lugi

Tir gée nhin giai tich, su khdc biét cdt 16i gitta phuong phap
MPS va cdc phuong phap chia 1u6i truyén thdng ndm & cdch
roi rac héa todn tif vi phan. Trong cdc FEM hodc FDM, toan
tit Laplace dudc xay dung thdng qua xap xi dao ham trén mot
céu triic 1uéi cb dinh, va tinh hdi tu dudc chiing minh dua trén
khong gian Sobolev cuing cdc dinh Iy tuong thich nhu diéu
kién cuc tiéu — cuc dai (inf-sup) cho bai todn khéng nén [17],
[18], [19], [20]. Cu thé, nghiém rdi rac u;, thda udc lugng sai
s6 dang:

It = upllgr () < Ch* (23)

Véi k phu thudc vao bac xap xi clia khong gian phén tir.

Ngugc lai, trong MPS khong ton tai Iu6i hinh hoc. Toén
tit Laplace rdi rac (8) dudc xdy dung tif tdng tuong tdc cuc
bd giita cdc hat trong ban kinh &nh hudng hitu han. V& ban
chit, ciu triic ndy tuong duong véi mdt xip xi ciia todn ti
tich phan khong cuc bd, tuong tu cidc phuong phdp khong
chia lu6i khac nhu SPH hodc RBF-FD [2], [21]. Khi mat dd
hat tdng va khodng cédch déc trung 2 — 0, toan tl roi rac hdi
tu vé& Laplacian ¢ dién theo nghia nhét quén cuc b6 (15). Tuy
nhién, khdc v6i FEM, dd chinh x4c va tinh én dinh ciia MPS
phu thudc truc tiép vao tinh ddng nhét ciia phan bd hat va tinh
ding huéng ctia ham trong sd.

V& phuong dién &n dinh, phuong phdp phin tit hitu han bio
d4m tinh 6n dinh thong qua cdc tinh chét todn hoc clia dang
song tuyén tinh, cu thé 1 tinh x4c dinh duong va tinh bi chin
ciia dang yéu tuong ting [17], [18]. Nhitng tinh chét nay cho
phép thiét 1ap céc u6c lugng ning lugng va chiing minh hoi
tu trong cdc khong gian ham thich hgp.

Trong khi d6, ddi véi phuong phdp MPS, tinh &n dinh
khong xudt phat tit dang yéu trén mién chia Iuéi, ma tif ciu
tric d6i xiing clia cc tuong tic cuc bd giffa cdc hat. Do ham
trong s6 luén khdng am va cdc tuong tdc dudc xay dung theo
dang chénh 1&ch (u; — u;), todn ti Laplace rdi rac din dén
biéu thic tiéu tin ning ludng nhu trong (20). Tinh chit nay
d4m béo riing hé rdi rac khdng sinh thém niing lugng theo thdi
gian, mién 12 phan b6 hat duy tri tinh déu tuong d6i.
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Roi rac c6 chia lwéi

MPS - Khong chia lwéi

Phan tich hién

twong cac giot chat —">©

l6ng ving rakhoi ..
bé chira

Phan tich s thay d&i hinh
dang bé mit khi c6 tac dong

Hinh 7. So sdnh phuong phdp chia luéi va phuong phap MPS trong
mo phong dong chdy mdt tu do

Do d6, c6 thé xem MPS nhu mdt phudng phép rdi rac héa
dua trén mang lién két giiia c4c hat 1an cin, trong d6 cdc hé
sb tuong tac gilia cdc cip hat déng vai trdo tuong tw nhu ma
tran Laplace trong ly thuyét do thi [22], [23], [24], [25]. C4u
trdc nay phén dnh sy phu thudc 1an nhau gitta cdc hat thong
qua quan hé 1an cin hinh hoc, thay vi thong qua luéi phan ti
¢6 dinh nhu trong phuong phép truyén thdng.

Hinh 7 minh hoa su khac biét v& ban chét rdi rac héa giita
phuong phdp chia ludi truyén thdng va phuong phdp MPS
khong chia luéi.

Ngudc lai, v6i phuong phdp MPS khong chia uéi, mién
chit 16ng dudc biéu dién bsi tdp hop céc hat di chuyén theo
md ta Lagrangian. Khong ton tai cu tric ludi cb dinh; thay
vao do6, cac hat tuong tac v6i nhau trong pham vi 14n cén thong
qua ham trong s6. Cdch tiép can nay cho phép m6 phong tu
nhién hién tudng cdc giot chat 16ng ving ra khdi bé chita va
su bién d6i manh ctia bé mit tu do ma khong can xii 1y ti
chia ludi.

Hinh minh hoa cho thdy uu thé cia phuong phdp khong
chia luéi trong cdc bai toan c6 bién dang 16n, phan manh chét
16ng va tuong tdc mit tu do phic tap, vén 1a nhiing trudng
hop giy khé khiin cho céc phuong phap dua trén luéi cb dinh.

Tir Béng 2 c6 thé nhan thiy riing hai cdch tiép cin rdi rac
héa dua trén nhitng nguyén 1y todn hoc khic nhau. Phuong
phap chia Iuéi xay dung 18i gidi trén mot ciu tric hinh hoc ¢
dinh va dua vao khung Iy thuyét dang yéu da dudc phét trién
hoan chinh, trong khi phuong phap MPS dua trén tuong tic
cuc b giifa cc hat va tinh chét hinh hoc ctia phan b6 diém.
Su khéc biét nay khong chi mang tinh k§ thuit ma con phan
4nh hai triét Iy rdi rac héa khac nhau: mot bén dua trén phan
hoach mién lién tuc, bén con lai dua trén quan hé 14n cén gilta
céc diém rdi rac. Do d6, viéc Iua chon phuong phép phu thudc
vao dic trung bai todn, dic biét 1a miic dd bién dang hinh hoc
va yéu ciu 6n dinh trong md phéng céc hién tugng miit tu do
phic tap.

Xét trong nhém cac phuong phéap hat khdng chia luéi, SPH
va MPS déu st dung md ta Lagrangian va biéu dién chat luu
bing tAp hdp céc hat tuong tdc trong mién Ian cin. Tuy nhién,
hai phuong phdp c6 cach xay dung todn tif va cd ché xir 1y 4p
suét khac nhau. SPH x4y dung cdc dai lugng vi phan thong

qua xap xi hat dya trén ham nhén, trong khi MPS x4y dung
cdc todn tif roi rac tif tong tuong tic cé trong sb giita cdc hat
va sti dung mat do s6 hat 1am dai lugng rang budc cho dong
chdy khong nén. MPS do d6 phu hgp véi cdc bai todn dong
chay khong nén c6 bién dang 16n va mit tu do phic tap. Tuy
nhién, dd chinh x4c va dn dinh ctia MPS phu thudc ddng k&
vao phan bd hat, ham trong s6 va cach xit Iy viing bién. Céc
phuong phép hat n6i chung ¢6 uu thé trong viéc x@ Iy bién
dang hinh hoc 16n nhung thudng cé chi phi tinh todn cao va
yéu cau kiém sodt phan bd hat chit ché hon so véi cdc phuong
phdp chia 1uéi trong céc bai todn ¢ hinh hoc ¢6 dinh. Vi vy,
viéc lua chon phuong phép phu thudc vio dic diém bai todn,
yéu cau v& miit tu do, do bién dang hinh hoc va tiéu chi én
dinh sb.

Nhin chung, uu thé dic trung ctia MPS nim & khi ning
md ta truc tiép chuyén dong ciia cdc hat va xii 1y cac miit tu
do bién dang 16n ma khong cin tdi chia lu6i. Tuy nhién, uu
thé nay di kém véi su phu thudc ciia do chinh x4c va tinh 6n
dinh vao phén b6 hat, ban kinh d4nh hudng va ciu tric cia
ham trong s6. Do do, céc két qué vé tinh nhit quan va 6n dinh
dudc trinh bay trong bai bdo chi c6 gid tri duéi céc gia thiét
tuong ting vé phan b6 hat va todn tif i rac.

2.8. Phan tich phé ciia todn tit Laplace rdi rac va hé qua
doi véi on dinh s6
Pé hiéu sau hon ban chit 6n dinh va didu kién hdi tu cia
phuong phdp MPS, bo qua hé sd chuin duong f—;’o, xét todn
ti tuong duong vé& ciu tric phd cla todn tit Laplace rdi rac.
Nhu da trinh bay & (8), v6i mot dai lugng vo hudng ¢, todn
tl Laplace rdi rac tai hat i ¢6 dang:

(Lid)i= Y wyl(d;—¢:) 24)

JEN(i)

Trong d6 w;; > 0 la trong s6 tuong tac giffa cdc hat 1an cén.
Biéu thitc (24) c6 thé dugdc viét lai duéi dang ma tran:

L,=W-D (25)
Véi
D;; = Z Wi (26)
J
Wl” = Wij (27)

Do w;; = wy; vaw;; = 0, ma trén Ly, 1a ma trn ddi xting
thuc. Xét tich vo huéng trong khdng gian hitu han chiéu, v6i

vecto ¢ = (¢, ..., pxn) 7, tacé:

1 2
$TLug = ~5 Y wy(i— ¢;)" <0 (28)
ij
Tir (28), tac6 ¢pT L, ¢ < 0 v6i moi ¢, do d6 L, 1a ma tran
ban xdc dinh am. Hé qua 1a tit ca céc tri riéng cda L;, déu
khong duong, trong d6 tri riéng 16n nhét bing 0 va tuong ting
v6i khong gian nghiém gdm cic vecto hing.
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Bang 2. So sdnh phuong phdp chia lu6i va phuong phdp MPS trong
mo phéng dong chay

Phuong phap chia luéi
Cac tiéu chi (FEM/FVM)

Phuong phap MPS (khong
chia ludi)

Mién chia thanh phan tit Mién biéu dién bing tap hat
hotic 6 lu6i cd dinh [17], [19] di chuyén [7], [8], [11], [26]

CAu triic i
rac héa

Mo ta MBb t4 Euler trén 1uéi c6
chuyén dong dinh [19]

MO t4 Lagrangian theo quy
dao hat [7], [26]

Xay dung Tit dang yéu hoic sai phan  Téng cic chénh l&ch c6 trong

todn tu trén ludi [17] s6 gilia c4c hat 1an can [2],

Laplace [7]

biéu kién Ap diit théng qua dang yéu ~ Thuic thi thong qua mat do s

khong nén va diéu kién tuong thich cia  hat va phuong trinh Poisson
khong gian xép xi [19] dp suét [7], [8]

X@ Iy mit t¢  Can k¥ thuat theo doi bé mit Ty nhién do hat chuyén dong

do phén cich riéng biét [19] cung dong chay [8]

Phén tGng C6 thé xuét hién méo 1uéi, Khong phat sinh méo 1uéi do

khi bién can tai chia ludi [17] khong tdn tai ciu tric 1udi cd

dang 16n dinh [7]

Co s& &n Dua trén tinh x4c dinh duong Tu nhién do hat chuyén dong

dinh va tinh bi chén clia dang
song tuyén tinh [17], [19]

cung dong chdy [8]

Phu thudc Phu thudc chét lugng va ciu  Phu thudc miic do phan bd

hinh hoc tric cia ludi [17] déu ctia cdc hat [8]

Phan tich Di c6 khung ly thuyét diy ~ Phu thudc mic do phan bd

hoi tu dd trong céc khong gian ham  déu ciia cdc hat [8]
Sobolev [17], [19]

Chu tric dai Ma trn thua thu dugc i r5i  Ma trin hé s6 tuong duong

sb rac héa mién [17] Laplace trong s6 cia mang

lan cén gitta cc hat [8], [22],
[27]

Céu triic phd nay tuong tu todn tir Laplace lién tuc trong
mién bi chin v6i diéu kién bién thich hgp [17], [28]. Khi
khodng céch hat gidm va céc gia thiét v& phan bd hat gan
ddng déu cuing tinh d6i xting ctia hAm trong s dugc duy tri,
cAu triic phd ctia todn ti Laplace rdi rac ¢6 xu huéng tiém cin
cAu triic phé ciia todn tir Laplace lién tuc. Trong pham vi bai
bdo nay, nhan xét trén dudc st dung dé dién giai ciu tric phd
va tinh 8n dinh ctia todn tit MPS; chiing minh hoi tu phd day
da khong thude pham vi clda nghién ciu.

Tir quan diém 6n dinh s6, xét phuong trinh khuéch t4n rdi
rac dang:

du
dt

Nghiém ctia hé vi phan tuyén tinh nay c6 dang:

= —vLj,u 29)

u(t) = exp(—vLyt)u(0) (30)

Vi cédc tri riéng cta L, khdong am, cdc hé s6 mi
exp(—vA,t) déu khong vugt qud 1 va suy giam theo thdi
gian néu A, > 0. Diéu nay x4c nhén ring toén ti Laplace ri
rac sinh ra mot bdn nhém co, phan 4nh ban chat khuéch tdn
ctia hé va cho thiy tinh chét khuéch tdn ctia hé thong qua su
suy gidm cta cidc mode theo thdi gian.

Khi r3i rac héa theo thdi gian bing cong thiic sai phan tién,
trong d6 gi4 tri tai buéc méi dudc tinh truc tiép tir gia tri da
biét & budc trudc:
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Wl =yt — AtvLyu" (31)

diéu kién én dinh tuyén tinh yéu ciu:

2
At <
VA max

(32)

Trong d6 A,y 12 tri riéng 16n nhit ctia L;,. Do phan tich can
trén phd cho thdy 2., ~ O(h=2), ta thu dugc diéu kién bude
thoi gian dang:

h2
At < C7 (33)

Phu hop véi déc trung khuéch tdn cta bai todn lién tuc [17].
Nhu vay, phan tich phd khong chi 1am rd ngudn géc ciia tinh
tiéu tan ning luong ma con cung cip co s dinh lugng cho
viéc lya chon budc thoi gian trong tinh todn.

Tdng hop lai, todn tir Laplace rdi rac trong MPS c6 ciu
tric dai s6 b&o toan tinh d6i xting va ban x4c dinh duong, ddm
bao: Khong sinh thém niing lugng trong hé, c6 phd khong am,
sinh ra dong luc hoc khuéch tan 6n dinh va hoi tu vé todn ti
Laplace lién tuc khi mat d6 hat tdng.

Nhiing tinh chét ndy cling cb cd s& todn hoc ctia phucng
phdp MPS trong khudn khé rdi rac héa dua trén tuong tic cuc
b gifta cac hat.

3. Khoang trong Iy thuyét va huéng phat trién

Mic du phuong phap MPS da dugc Gng dung rong rai trong
md phong dong chdy mit tu do, v3 song, phan tich giot va
tuong tac chét 16ng — két cu, nén tang 1y thuyét todn hoc clia
phuong phdp nay vin chua dat dén mic hoan chinh nhu céc
phuong phap chia luéi truyén théng. Nhiing khoang tréng nay
khong lam gidm gid tri thuc tién cia MPS, nhung dit ra yéu
cu phat trién mot khung phén tich chit ché hon nhim bao
dam tinh tin cdy trong cic Gng dung quy md 16n va cic bai
todn phtc tap.

Thtt nhét, vin d& hdi tu toan cuc ctia nghiém i rac vé
nghiém lién tuc van chua dudc chiing minh ddy du trong
khudn khé khong gian ham chuén. Phan 16n c4c két qua hién
tai ditng lai & phan tich tinh nhat qudn cuc bo ciia toan tir
Laplace hoic uéc lugng sai s6 bac mot dudi gia thiét phan bd
hat tuong d6i ddng déu. Tuy nhién, mot dinh 1y hdi tu toan
cuc, bao gdm sy ton tai nghiém r&i rac, tinh duy nhét va uéc
lugng sai s6 trong chuin ning lugng hodc chudn L2, van 1a
mot bai todn md.

Tht hai, &nh huéng ctia su phan b6 khong déu ctia hat dén
dn dinh va sai sd vAn chua dugc mo ta dinh lugng mdt cich
hé théng. Trong thuc té tinh todn, phan bd hat c6 thé bi bién
dang ddng ké do chuyén dong dong chay. Khi dé, cdc gia thiét
vé tinh ddng huéng cuc bd va khodng cach dic trung gin nhu
ddng nhit khdng con dudc bdo ddm. Can xay dung cic tiéu
chi dinh lugng dé d4nh gis mitc do 1&ch chuén ctia phan bd
hat va tdc dong clia n6 dén phd clia todn tif 1di rac.

Thtt ba, viéc nang cao bac chinh xdc cta todn ti vi phan
trong MPS con han ché. Phuong phép hién tai chii yéu dat bac
chinh xdc tuyén tinh theo khoéng céch hat. C4c huéng phat
trién c6 thé bao gdm didu chinh md men béc cao, xiy dung
trong sd thich nghi hoiic két hop véi cac phuong phép noi suy
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Co sd toan hoc ciia phuong phdap MPS cho dong chdy khong nén

c6 co sd gidi tich rd rang hon. Tuy nhién, bit ky cai tién nao
ciing phai dong thdi duy tri tinh dbi xting va tinh tiéu tdn ning
lugng cda hé.

Thi tu, khung phan tich hién nay chi yéu 4p dung cho dong
chdy mot pha khdng nén. Ddi véi cédc bai todn da pha, c6 miit
phan cdch chuyén ddng hoic tuong tic véi vt thé bién dang,
cAu triic todn hoc clia hé tré nén phiic tap hon dang ké. Khi do,
viéc duy tri &n dinh ning luong va tinh bao toan khéi ludng
& miic roi rac 1a mot thch thic ding ké.

Cudi cling, tir géc do tinh todn hiéu ning cao, viéc mé rong
MPS cho céc bai todn quy mo 16n v6i hang tri€u hat doi héi
phan tich sdu hon vé& ciu triic ma trin hé s6, tinh diéu kién
ctia hé phuong trinh Poisson va kha ndng hoi tu cta cac thuit
todn 13p. DAy 1a huéng nghién ctu két nbi gilta phan tich sd
va khoa hoc tinh toan.

4. Két luan va kién nghi

Bai bdo da trinh bay mot cich hé thdng co s& todn hoc ciia
phuong phap MPS trong md phdng dong chdy khong nén, véi
trong tAm la ciu tric 1i rac héa cdc todn ti vi phan va cdc
tinh chét 6n dinh cia hé. Thay vi tiép can phuong phap MPS
nhu mot cong cu tinh todn thudn tdy dva trén truc gidc vatly,
nghién ctiu nay da phan tich phuong phdp dudi géc nhin giai
tich, 1am rd mdi lién hé gifta khai trién Taylor, ciu triic dai s&
clia todn tir Laplace rdi rac va cdc hé qué phd.

Két qué phan tich cho théy toan tit Laplace trong MPS c6
thé dugc dién gi4i nhu mot ma tran ban xdc dinh duong, vé6i
phd khong 4m va céu tric tuong tu todn tit khuéch tdn trong hé
lién tuc. Tu do, tinh ti€u tdn ndng lugng cla hé rdi rac dugc
thiét 1ap thdng qua biéu thic ning ludng ddng hoc, chiing
minh ring phuong phép khong sinh thém niing lugng trong
qu4 trinh tinh todn. Pdng thdi, phan tich phd da cung cip co
s& dinh lugng cho didu kién lua chon budc thdi gian, phin
4nh mdi quan hé gifta khoang cdch dic trung ctia hat va d dn
dinh ctia lugc db thdi gian.

Bén canh d6, bai b4o da chi ra su kh4c biét ban chat giiia
roi rac héa dua trén chia luéi va roi rac héa dua trén tuong tac
cuc bd giita cc hat. Néu nhu phuong phép chia Iu6i dua trén
khung 1y thuyét dang yéu trong khong gian ham Sobolev, thi
MPS hinh thanh ciu triic dai s6 tif mang 1an c4n hinh hoc gifta
céc hat. C4ch tiép can nay mang lai uu thé trong cdc bai todn
bién dang 16n va mit tw do, nhung ddng thdi dit ra nhiing yéu
cAu cao hon vé kiém sodt phan bd hat va phén tich hoi tu.

Tuy nhién, nghién cdu ciing thita nhan ring nén tang ly
thuyét ctia MPS van con nhiing khoang tréng quan trong. Diic
biét, viéc thiét 14p mot dinh 1y hdi tu toan cuc trong chuin
ning ludng, ddnh gid 4nh huéng dinh ludng ctia phan bd hat
khong déu, cling nhu x4y dung cdc toén tl bac cao nhung van
bdo toan tinh ti€u tdn ndng lugng 1a nhiing hudng nghién ctiu
can dudc tiép tuc phat trién. Ngoai ra, ddi v6i cédc bai todn da
pha va tuong tdc chit 1éng — két ciu, ciu tric todn hoc ctia hé
trd nén phiic tap hon va doi hdi phan tich siu hon vé tinh 6n
dinh va bao toan.

Tu géc do tng dung, viéc cling ¢b ¢d s 1y thuyét cho MPS
khoéng chi mang y nghia hoc thudt ma con cé y nghia thuc
tién quan trong. Trong bdi canh md phdng cong nghiép véi
quy md 16n va yéu cau do tin ciy cao, mot phuong phép tinh
todn chi thuc su bén viing khi dugc bdo ddm bdi nén tdng phan

tich s6 viing chic. Do d6, su két hop giifa phan tich giai tich,
kiém chiing s6 va phat trién thuit todn hiéu qué cao s& 12 dinh
huéng then chét cho cdc nghién citu tiép theo.

Tém lai, bai bdo da gép phan 1am 1 co s& todn hoc cla
phuong phap MPS, tir tinh nhit quén, cdu tric phd dén tiéu
tdn ning luong, qua d6 dit nén méng cho viéc phit trién mot
khung Iy thuyét hoan chinh hon trong tuong lai. Viéc tiép tuc
nghién ctiu theo huéng hdi tu toan cuc, ning cao bac chinh
xdc va md rong sang céc bai todn da vat ly s€ 1a budc tién
quan trong nhidm khing dinh vi thé ctia phuong phép khong
chia luéi trong linh vic mo6 phéng dong luc hoc chét 1éng.

Bén canh nhiing két qué dat dudc, nghién ctfu nay van tdn
tai mot s6 han ché cin dugc nhin nhan mdt céch khach quan.
Trudc hét, cac phan tich dudc trinh bay chi yéu tip trung vao
todn tif Laplace r3i rac va ciu triic niing luong ctia hé khuéch
tdn, trong khi phin tuong tic 4p suét va tinh khong nén méi
chi dugc xem xét & miic ciu tric dai s6 ma chua thiét 1ap diy
dd udc lugng sai s6 trong chudn niing lugng. Do d6, méi lién
hé gilta nghiém 13i rac va nghiém yéu ctia hé Navier—Stokes
lién tuc vin chua dudc chitng minh toan dién.

Tht hai, cdc 14p luin v& hoi tu duge xay dung dudi gia thiét
phan bd hat tuong ddi ddng déu va ham trong s6 ddng huéng.
Trong thuc té mo6 phéng, diic biét véi cdc bai todn bién dang
manh hoic tuong tdc phiic tap, phan bd hat c6 thé mit tinh
ddng déu déng ké. Anh hudng dinh ludng ctia hién tuong nay
dén phd ciia todn tif rdi rac va didu kién én dinh chua dudc
danh gi4 day dt trong khudn khé nghién ctiu hién tai.

Thit ba, bai b4o chua khéo st chi tiét van dé diéu kién bién
phic tap va tuong tdc véi vat thé bién dang, von c6 thé 1am
thay d6i ciu triic ma tran hé s6 va tinh chit phd ciia hé. Ddi
v6i cdc bai todn da pha hoic c6 stic cing bé miit, ciu tric phi
tuyén manh ciia hé phuong trinh s& dit ra thach thiic 16n hon
cho viéc thiét 1ap uéc lugng ning lugng.

Tu nhitng han ché trén, cdc huéng nghién ctu tiép theo c6
thé tap trung vao b6n phuong dién chinh. Thi nhit, xay dung
mdt dinh 1y hdi tu toan cuc cho hé MPS trong chuin niing
luong hodc chuin L2, bao gdm su tdn tai va duy nhét ciia
nghiém rdi rac. Thif hai, phdt trién cdc tiéu chi dinh lugng dé
do mifc do 1&ch chudn ciia phan b hat va thiét 14p méi lién hé
gifta mitc d6 khong ddng déu nay véi sai s6 va phd tri riéng
ctia hé. Thu ba, nghién ctiu céc todn tit bac cao hodc phuong
phdp hiéu chinh m6é men nhiim nang cao d6 chinh x4c khong
gian ma van duy tri tinh tiéu tdn ning luong. Cudi cling, mg
rong phan tich sang céc bai todn da vat 1y, trong d6 can két
hop gifta phan tich giai tich, m6é phéng s6 va cdc thuit todn
gidi hé tuyén tinh hiéu qua cao.

Doéng gop cua tac gia

Nguyén Hitu Phuéc: Thu thdp va quén 1y dit lidu, phét trién phin
mém, thuc hién nghién ctu, triuc quan héa két qua, phan hdi y kién
phan bién, bién soan ban thao gdc. Pham Vin Chién: D& xuat y tudng
nghién cttu, xay dung phuong phdp, phan tich hinh thic, thuc hién
nghién ctu, thdm dinh két qua, truc quan héa, huéng din chuyén
mon, phdn hdi ¥ kién phén bién, bién tp va hoan thién ban thao. Tat
ca céc tdc gid da doc va thdng nhét v6i phién ban cudi cling ciia bai
bdo dugc cong bb.

Xung dét lgi ich

Cic tdc gia cam két ring khong tdn tai bit ky xung dot 1¢i ich tiém
4n nao phdt sinh tif nghién ctiu nay va bai bdo chua tiing dudc cong
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b6 truse do.

Chia sé dit liéu
Dt liéu clia nghién ctiu s& dugc cung cap theo yéu cau hgp ly.

Ldi cAm on

Céc t4c gid xin chan thanh cAm on Céng ty TNHH Céng Nghé S
SDE va Trudng Pai hoc Giao thong Van t&i Thanh phd HO Chi Minh
di tao diéu kién thun 1¢i cho qua trinh thuc hién nghién ctu.
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